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Анотація. В сучасному машинобудуванні особлива увага приділяється підвищенню ресурсу та ефективності 
відповідальних конструктивних елементів, що експлуатуються в умовах складних навантажень. Зокрема, для 
гідромеханічних систем нафтогазової галузі актуальною є проблема забезпечення надійності деталей, які 
зазнають інтенсивного зношування та функціонують у вузлах із підвищеними триботехнічними вимогами.  
Це дослідження присвячено аналізу змін напруженого стану штока із захисним покриттям, що виникають 
внаслідок похибок виготовлення чи зношування пари ”крейцкопф – напрямні" поршневого насоса. Запропо- 
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Вступ 
Сучасне машинобудування дедалі частіше 

застосовує конструктивні елементи з різнома-
нітними захисними покриттями. Постійне вдо-
сконалення технологій нанесення таких пок-
риттів, як у процесі виготовлення нових дета-
лей, так і під час відновлення зношених, спри-
яє їх активному впровадженню [1–3]. Водно-
час, експлуатаційна практика демонструє, що 
покриття не завжди гарантують підвищену на-
дійність. У ряді випадків, зокрема за дії надмі-
рних або неочікуваних навантажень, вони мо-
жуть передчасно руйнуватися, а іноді навіть 
знижувати загальну ефективність роботи дета-
лей порівняно з непокритими аналогами [4–6]. 
У системах типу «основний матеріал – захисне 
покриття» принципово важливо забезпечити 
високі функціональні характеристики, як-от 
зносостійкість, твердість або трибологічну 
ефективність різноманітних пар тертя, водно-
час гарантуючи необхідний рівень міцності й 
надійності всієї конструкції [7, 8]. З цієї при-
чини особливу увагу слід приділяти оцінці її 
граничного стану в умовах робочих наванта-
жень. Механічна стійкість як самого покриття, 
так і деталі загалом визначається напружено-
деформованим станом матеріалів під час екс-
плуатації, що зумовлює потребу в ґрунтовному 
вивченні внутрішніх механічних взаємодій у 
системі. З огляду на важливість підвищення 
ресурсу роботи елементів обладнання, які пра-
цюють в агресивних умовах характерних для 
нафтогазової промисловості, дослідження в 
цьому напрямі залишаються актуальними та 
затребуваними. 

Під час теоретичного та експерименталь-
ного аналізу залишкового ресурсу відреставро-
ваних штоків бурових насосів двосторонньої 
дії було виявлено характерну, але недостатньо 
висвітлену у технічній літературі проблему. 

Йдеться про вплив як зношування, так і почат-
кових технологічних, складальних або монта-
жних похибок у парі «крейцкопф – напрямні» 
на зміну напруженого стану штока з покрит-
тям. Наявність похибки або зношений стан ко-
нтактної пари тертя призводить до порушення 
співвісності рухомих частин, і, як наслідок, до 
радіального зміщення осі штока. У результаті 
механічне навантаження, яке у проєктних умо-
вах передбачалося як центральне осьове розтя-
гування або стискання штока, трансформуєть-
ся в принципово іншу схему навантаження, яка 
включає поперечне згинання. Така зміна хара-
ктеру деформування призводить не лише до 
зростання напружень, а й до суттєвого усклад-
нення напружено-деформованого стану штока 
(з'являються додаткові напруження від згину). 
При цьому фактичний коефіцієнт запасу міц-
ності може суттєво зменшуватися. Таким чи-
ном, проблема відхилення осі штока та виник-
нення супутніх згинальних навантажень вихо-
дить за рамки простого експлуатаційного 
ускладнення і перетворюється на суттєвий 
чинник під час оцінки безпеки роботи бурово-
го обладнання. 

 
Аналіз сучасних досліджень та публіка-

цій 
У механіці машин ланки розглядають як 

жорсткі або деформівні тіла, а їх з’єднання 
описують системами кінематичних обмежень. 
Похибки виготовлення чи зношування можуть 
спричиняти появу зазорів, які викликають уда-
ри, порушення режимів тертя, вібрації, зни-
ження точності та нестабільність роботи. Тому 
для збереження функціональності механічної 
системи необхідно кількісно оцінювати вплив 
таких дефектів на її поведінку [9, 10]. 

Прогнозування зношування і терміну при-
датності трибопар, які експлуатуються за змін-

новано узагальнену інженерну модель штока з урахуванням фактичних експлуатаційних відхилень, спричи-
нених геометричними дефектами напрямної системи. Модель формалізовано як тричі статично невизначу-
вану стержневу систему, в якій кінематичне навантаження від просідання крейцкопфа задається в явному 
вигляді. Аналітичний розв’язок побудовано із застосуванням методу сил у матричній формі, що дозволяє 
враховувати різну жорсткість ділянок штока та поетапно відстежувати вплив геометричних дефектів на сило-
вий і напружений стан системи впродовж усього циклу її роботи. Встановлено, що навіть за дотримання рег-
ламентованих допусків на зношування, рівень додаткових напружень у критичних зонах може бути суттє-
вим, а тому має обов’язково враховуватись у розрахунках ресурсу деталі. Запропоновано також аналітичну 
модель ділянки штока з функціональним покриттям як істотно неоднорідного стрижня з двозв’язною геоме-
трією поперечного перерізу зі змінними по товщині властивостями. Отримано розподіл еквівалентних на-
пружень та проведено оцінку міцності такої ділянки штока з урахуванням поєднання штатних і додаткових 
навантажень. Показано, що запропонована модель придатна до узагальнення на випадок багатошарових
покриттів. 
 
Ключові слова: функціональне покриття; шток; буровий насос; кінематичне навантаження; аналітична 
модель; зношування; міцність 
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них швидкостей ковзання та зазнають змінних 
навантажень розглядалося у працях [11, 12]. У 
дослідженні [13] вивчались трибодинамічні 
характеристики системи крейцкопф-напрямні 
станини, а особливу увагу присвячено особли-
востям, які виникають в момент запуску ма-
шин. Вплив зазорів у з'єднаннях, які виникли 
внаслідок зношування або ж були передбачені 
проектом, на роботу машин і механізмів розг-
лядали у статті [14].  

Моделювання та діагностику взаємодії 
зворотно-поступальних ущільнень з поверх-
нею штока та з рідиною проводили в працях 
[15–17]. У роботах [18, 19] досліджуються 
особливості динамічної поведінки поршневого 
компресора, які виникають внаслідок зміщення 
крейцкопфа. Нелінійна динаміка тертя-удару в 
зворотно-поступальній парі з просіданням та з 
урахуванням гнучкості штока розглянута в 
статті [20]. У працях [21, 22] основну увагу 
зосереджено на процеси втоми матеріалу та 
зношування під дією осьового навантаження, 
тоді як питання викривлених траєкторій руху 
штока, зумовлених асиметрією навантаження, 
залишилися майже не дослідженими. Сучасні 
підходи до діагностики стану покриттів перед-
бачають застосування цифрових сенсорів, візу-
ального моніторингу та акустичної емісії, од-
нак ці методи практично не поєднуються з оці-
нкою напруженого стану конструктивного 
елемента [23]. 

 
Висвітлення невирішених раніше час-

тин загальної проблеми 
Незважаючи на значну кількість дослі-

джень, присвячених трибології та динаміці 
зворотно-поступального руху у вузлах тертя 
типу «крейцкопф – напрямні», низка важливих 
аспектів залишається малодослідженою. Біль-
шість існуючих робіт зосереджені на оцінці 
зносу, процесів тертя, втрат енергії або змін 
кінематики унаслідок просідання та виникнен-
ня зазорів у рухомих з'єднаннях. У таких під-
ходах основна увага приділяється динамічній 
поведінці вузла або ефективності роботи ущі-
льнень, тоді як напружено-деформований стан 
штока поршневого насоса в умовах комбінова-
ного навантаження, спричиненого похибками 
чи деградацією напрямної системи, вивчений 
лише фрагментарно. Нетиповий режим дефор-
мування, пов’язаний із порушенням співвісно-
сті, виходить за межі класичних моделей осьо-
вого навантаження й може спричиняти додат-
кові напруження, які знижують ефективність 
захисного покриття та гарантійний ресурс ро-
боти штока. 

Важливо також зазначити, що зазвичай під 
час аналізу стану покриттів майже не врахову-
ється складний напружений стан, який виникає 
внаслідок згинання штока. Це призводить до 
недостатньої точності прогнозів руйнування 
покриття в агресивних середовищах. 

Окрема проблема – це відсутність компле-
ксних моделей, які б узгоджували деформу-
вання основного тіла, роботу захисного пок-
риття та вплив кінематичних відхилень у на-
прямній системі насоса. Таким чином, залиша-
ється нерозв’язаним комплексне завдання оці-
нки напруженого стану штока з покриттям у 
разі нештатної зміни характеру навантаження 
через похибки виготовлення або зношування 
вузла тертя "крейцкопф – напрямні". Проведе-
ний бібліосемантичний аналіз показав, що 
вплив проблеми просідання крейцкопфа пор-
шневого насоса на комплекс наслідків, зокрема 
виникнення додаткових напружень, граничний 
стан захисного покриття та міцність штока за-
галом, у технічній літературі раніше не розгля-
дався як єдине ціле. 

 
Формулювання цілей 
Метою статті є аналітико-числове дослі-

дження нетипового напружено-деформованого 
стану штока бурового насоса, зумовленого 
зношуванням або похибками вузла «крейц-
копф – напрямні», а також оцінка впливу тако-
го навантаження на міцність захисного пок-
риття шляхом побудови відповідних матема-
тичних моделей. Для досягнення поставленої 
мети в статті вирішуються такі основні завдан-
ня: 

1. Побудова аналітико-числової моделі 
поведінки штока під впливом нетипового кі-
нематичного навантаження, зумовленого зно-
шуванням або геометричними похибками вуз-
ла тертя «крейцкопф – напрямні». 

2. Розроблення моделі ділянки штока, 
вкритої функціональним захисним покриттям, 
з урахуванням впливу додаткових згинальних 
напружень. 

3. Проведення числової апробації побу-
дованих моделей на основі прикладу, близько-
го до реальних експлуатаційних умов роботи 
поршневого насоса. 

 
Аналітична модель штока під час не-

штатного кінематичного навантаження 
Під час роботи поршневого насоса двос-

торонньої дії шток зазнає циклічного знакоз-
мінного осьового навантаження. На хід порш-
ня у напрямку безштокової камери припадає 
стискання штока, тоді як при русі у зворотно-
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З виразів (4), (5) знаходитимемо реакції 4P  

та 
5M  у крайній правій опорі моделі. 

Для заповнення матриці податливості A  
формуємо основну систему методу сил. Оскі-
льки модель тричі статично невизначувана, 
виключаємо три надлишкові в’язі – крайню 
ліву та середню опори. Головні ii  та побічні 

ik  коефіцієнти системи рівнянь (1) визначає-

мо за теоремою Максвела–Мора як питомі пе-
реміщення, спричинені дією одиничних зу-
силь. Для їх обчислення застосовуємо інтегру-
вання на ділянках стержня з постійною жорст-
кістю, де функція згинального моменту є непе-
рервною: 
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тут L – загальна довжина штока. Тепер матри-
ця податливості штока готова до обчислень 
(див. формулу 6).  

Матриця (6) описує лінійно-пружну пове-
дінку штока та його реакцію на силові й кіне-
матичні навантаження. Її аналітичні компонен-
ти залежать від геометрії конструкції, жорст-
кості ділянок і положення в’язей. Застосована 
методика спрощує реалізацію методу сил і дає 

змогу автоматизувати обчислення для різних 
варіацій моделі штока. 

Тепер нам доступний силовий та дефор-
маційний аналіз штока. Вирази згинальних 
моментів та поперечних сил для довільного 
поперечного перерізу штока матимуть вигляд: 

1 2 3( ) ( ) ( )M x M P x P x H x       ;  (7) 

2 3( ) ( )
dM

Q x P P H x
dx

      ,       (8) 

де ( )H x – функція Гевісайда, a b   . 

Диференціальне рівняння прогинів штока: 

 
2

2

1
( ),

i

d w
M x

Cdx
  1,..3,i   (0, )x l .  (9) 

Тут w  – прогин; iC – жорсткість на згин i

-ї ділянки штока; i  – номер ділянки, 1i   при 
0 x a  ; 2i   при a x   ; 3i   при 

x L   . На першій ділянці 1C k EJ  , на 

другій та третій ділянках 2 3C C EJ  . 

Зазначимо, що рівняння (9) при заміні 
функції Гевісайда на одиницю матиме цілі 
розв’язки обмеженого індексу та їхній індекс 
дорівнюватиме три [24, 25]. 

Підставивши (7) в (9), отримали ключове 
рівняння для знаходження переміщень. Під час 
його інтегрування враховували крайові умови, 
що відповідають закріпленням штока та умо-
вам з’єднання ділянок, а також використовува-
ли правило інтегрування одиничної функції 
Гевісайда 

0

( ) ( ) ( ) ( )
x x

H x f x dx H x f x dx


      . 

У результаті отримали загальнений вираз для 
вертикального лінійного переміщення штока 

( )w x  від впливу кінематичного навантаження 
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.  (6) 

 





 
1 – крайнє ліве положення штока; 2 – проміжне положення штока;  

3 – крайнє праве положення штока 
Рисунок 6 – Розподіл максимальних нормальних напружень вздовж штока 

 



 
Рисунок 7 – Розподіл максимальних дотичних напружень вздовж штока  

 

 
Рисунок 8 – Розподіл прогинів штока у різних фазах його положення 
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Умова сумісності деформацій неоднорі-
дних шарів матеріалу 

21 xx    з урахуванням 

фізичних співвідношень матиме вигляд:  

 T
E

T
E

xx 





2

2

2
1

1

1   ,  (14) 

де і – коефіцієнт температурного розширення 

і-го шару, T – температурний перепад. 
Розв’язуючи разом (13) і (14), одержимо 

вирази нормальних напружень для кожного 
шару матеріалу стержня від впливу осьової 
сили N  та можливого перепаду температури: 

1

22
1

2122
1

)(

E

FE
F

TFEN
x







 ; 

 

2

11
2

1211
2

)(

E

FE
F

TFEN
x







 . (15) 

Для зручності використання остаточних 
формул, позначимо радіус ядра поперечного 
перерізу 1R , а товщину функціонального пок-

риття –  . У разі коли 0T  , формули (15) 
набудуть такого вигляду  

 
2 2

1 1 2 1( (2 ))

i
xi

E N

E R E R
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  


 
, 1,2i  . (16) 

Отриманий вираз (16) показує, що нормальні 
напруження від дії осьової сили в ділянці 
штока з покриттям розподілені пропорційно до 
інтегральних жорсткостей на розтяг (стиск) 
основного матеріалу (сталі) та покриття 
(хром). 

 
Розрахунок напружень, зумовлених ді-

єю згинального моменту. Зв’язок між прик-
ладеним згинальним моментом та нормальни-
ми напруженнями, що виникають у матеріалі 
вкритої ділянки штока, описується інтеграль-
ним співвідношенням 
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n
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i Fi

M y dF
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Узгодженість деформацій у шарах різних 
матеріалів стержня з урахуванням фізичних 
співвідношень описується так 

 xi iE y  , 1,2i   , (18) 

де   – кривина зігнутої осі штока в нештатній 
ситуації навантаження. 

Після інтегрування виразу (17) з ураху-
ванням (18), отримаємо 
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де ziJ  – осьовий момент інерції поперечного 

перерізу і-го шару матеріалу. Перепишемо 
співвідношення (19) у вигляді, зручному для 
аналітичного використання 

4 4 4
1 1 2 1 1
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i z
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E M
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E R E R R


 


  
, 1,2i  .  (20) 

З аналізу формули (20) випливає, що чим 
вищою є згинальна жорсткість окремого шару 
композиції, тим інтенсивніше в ньому розви-
ваються нормальні напруження.  

 
Оцінка напружень, зумовлених дією 

поперечної сили. Розглянемо дотичні напру-
ження, що виникають у матеріалі штока під 

впливом поперечної сили yQ . Введемо позна-

чення коефіцієнта зведення 

2 1/зk Е E . 

Використовуючи положення теорії Жу-
равського щодо дотичних напружень, функцію 
їхнього розподілу в поперечному перерізі што-
ка з покриттям представимо у такій формі  
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Тут, функція зведеного статичного момен-
ту площі поперечного перерізу вище коорди-
нати y: 
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а зведений момент інерції 

  4 4 4
1 1 1( )

4
зв зJ R k R R


    . 

З аналізу виразу (21) випливає, що дотичні 
напруження змінюються за товщиною кожного 
шару нелінійно. На межі розділу покриття та 
основного матеріалу вочевидь виникатиме 
злам графіка, оскільки похідна функції дотич-
ного напруження за координатою y зазнає роз-
риву. 



 
а)                                                                        б) 

а – еквівалентні напруження в ділянці штока з хромовим покриттям; 
б – розподіл коефіцієнта запасу міцності 

Рисунок 10 – Оцінка міцності ділянки штока з хромовим покриттям  
за комбінованої дії традиційних та нештатних навантажень 
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джено їхню залежність від ступеня похибки чи 
зносу та від робочого положення штока в циклі 
ходу під час роботи насоса. Установлено, що 
навіть за регламентованих допусків на зношу-
вання, рівень додаткових напружень може бу-
ти суттєвим і має враховуватись під час аналі-
зу міцності штока. 

Для оцінки локального напруженого стану 
штока запропоновано механіко-математичну 
модель неоднорідного стрижня з функціональ-
ним покриттям. У цій моделі поперечний пе-
реріз представлено як двозв’язну область, у 
якій фізико-механічні властивості змінюються 
пошарово. Розроблена аналітична модель має 
високий ступінь узагальненості, тобто вона 
дозволяє поширити розгляд на випадки бага-
тошарових покриттів із довільною кількістю 
шарів. Проведено дослідження розподілу екві-
валентних напружень в основному матеріалі та 
в хромовому покритті. Одержано кількісну 
оцінку міцності ділянки штока вкритої елект-

ролітичним (матовим) хромовим покриттям із 
урахуванням додаткових навантажень, що 
з'явились внаслідок геометричних дефектів 
пари тертя "крейцкопф – напрямні". 
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Abstract. In modern mechanical engineering, special attention is paid to increasing the service life and efficiency of 
critical structural elements operating under complex loading conditions. In particular, for hydromechanical systems 
in the oil and gas industry, the issue of ensuring the reliability of components subject to intensive wear and 
functioning in assemblies with elevated tribological requirements is highly relevant. This study is devoted to the 
analysis of stress state variations in a rod with a protective coating, arising due to manufacturing imperfections or 
wear of the "crosshead–guide" pair in a reciprocating pump. A generalized engineering model of the rod is 
proposed, taking into account actual operational deviations caused by geometric defects of the guide system. The 
model is formalized as a three-times statically indeterminate bar system, in which the kinematic load from cross-
head subsidence is explicitly introduced. The analytical solution is constructed using the force method in matrix 
form, which makes it possible to account for the different stiffness of rod sections and to sequentially track the 
influence of geometric defects on the force and stress state of the system throughout its entire operation cycle. It 
is established that, even within regulated wear tolerances, the level of additional stresses in critical zones can be 
significant and therefore must be taken into account in the durability calculations. An analytical model is also pro-
posed for a rod section with a functional coating, considered as a substantially inhomogeneous bar with a doubly 
connected cross-sectional geometry and properties varying through the thickness. The distribution of equivalent 
stresses is obtained, and the strength of such a rod section is evaluated, taking into account the combination of 
operational and additional loads. It is shown that the proposed model is applicable for generalization to the case of 
multilayer coatings. 
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