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На основі використання математичного апарату теорії функцій комплексної змінної запропоновано 

метод моделювання поширення робочого потоку в проточній частині струминного насоса для умов його 

обертання в свердловині у вигляді поєднання точкового витоку та вихору. Поєднанням  часткових 

розв’язків диференціальних рівнянь руху елементарних радіального та циркуляційного потоків встановлено 

структуру гідродинамічної функції комплексної змінної комбінованого потоку. Дослідження отриманої 

характеристичної функції дозволило оцінити вплив зміщення центрів витоку та вихору на характеристики 

ежекційної системи та врахувати неспіввісність та асиметричне розміщення елементів проточної части-

ни струминного насоса. Швидкість комбінованого потоку, зважаючи на аналітичність функції комплекс-

ного потенціалу, визначаємо шляхом її диференціювання. Для симетричного поля швидкостей максимальне 

значення її горизонтальної складової відповідає осі камери змішування струминного насоса. Збільшення ве-

личини одностороннього зміщення вихору викликає зростання швидкості поширення радіально-

циркуляційного потоку. Максимальна величина швидкості поширення асиметричного радіально-

циркуляційного потоку відповідає односторонньому одночасному зміщенню витоку та вихору в проточній 

частині струминного насоса. Взаємна конфігурація ліній течії радіального та циркуляційного потоків ви-

значає характер результуючого гідродинамічного поля комбінованого потоку. Лінії течії двовимірного та 

просторового симетричного радіального потоку визначаються відповідно серією прямих, що проходять 

через центр координат та сукупністю меридіальних  площин. Для вихрового двовимірного та тривимірного 

симетричного потоків лінії течії визначаються відповідно серією концентричних кіл та сфер з початком 

координат у центрі витоку. Витрата рідини є постійною вздовж ліній та площин течії і змінюється при 

переході до сусіднього гідродинамічного елемента. Зважаючи на отриману конфігурацію ліній та площин 

течії, частинки рідини радіально-циркуляційного потоку рухаються від центру витоку до периферії за  

плавнозмінними спіралеподібними траєкторіями. 

 Ключові слова: свердловинний струминний насос, ежекційна система, потенціальні потоки, гідроди-

намічні функції, комплексний потенціал, потенціал швидкостей, функція вихоровитоку. 

 

Based on the use of the mathematical apparatus of the theory of functions of a complex variable, a method of 

modeling the distribution of the working flow in the flow part of the jet pump for the conditions of its rotation in the 

well in the form of a combination of point leakage and vortex is proposed. The structure of the hydrodynamic 

function of the complex variable of the combined flow is established by the combination of partial solutions of the 

differential equations of motion of the elementary radial and circulation flows. The study of the obtained chara-

?teristic function made it possible to evaluate the influence of the displacement of the leakage and vortex centers on 

the characteristics of the ejection system and to take into account the misalignment and asymmetric placement of the 

elements of the flow part of the jet pump. Considering the analyticity of the function of the complex potential, we 

determine the speed of the combined flow by differentiating it. For a symmetric velocity field, the maximum value of 

its horizontal component corresponds to the axis of the mixing chamber of the jet pump. An increase in the size of 

the one-sided displacement of the vortex causes an increase in the rate of propagation of the radial circulation flow. 

The maximum value of the propagation speed of the asymmetric radial circulation flow corresponds to the one-

sided simultaneous displacement of the leakage and the vortex in the flow part of the jet pump. The mutual confi-

?uration of the flow lines of the radial and circulation flow determines the character of the resulting hydrodynamic 

field of the combined flow.The streamlines of the two-dimensional and spatially symmetric radial flow are 

determined, respectively, by a series of straight lines passing through the center of coordinates and a set of 

meridional planes. For a vortex two-dimensional and three-dimensional symmetric flow, the streamlines are 

defined, respectively, by a series of concentric circles and spheres with the origin at the center of the outflow. Fluid 

flow is constant along flow lines and planes but varies when traveling to the next hydrodynamic element. Taking 

into mind the received flow line and plane configuration, particles of the liquid in the radial circulation flow move 

from the leak's center to the perimeter along smoothly shifting spiral trajectories. 

Key words: well jet pump, ejection system, potential flows, hydrodynamic functions, complex potential, 

velocity potential, eddy flow function.  

 

mailto:den.panevnik@gmail.com


Інформаційні програми та комп’ютерно-інтегровані технології 
 

 55 ISSN 1993–9965 print 
ISSN 2415–3524 online 

Науковий вісник ІФНТУНГ 
2023.  № 2(55) 

 

Вступ 
На сьогоднішній день однією з актуальних 

проблем у нафтогазовій галузі є створення і 

тиражування нової техніки та технології збіль-

шення нафтовіддачі пластів. Нафтовидобувні 

компанії намагаються компенсувати скорочен-

ня видобутку вуглеводнів застосуванням обла-

днання, яке дає змогу суттєво підвищити кое-

фіцієнт нафтовилучення продуктивного гори-

зонту та сприяє подовженню терміну експлуа-

тації малорентабельних або виснажених родо-

вищ. Одним з перспективних напрямків підви-

щення ефективності розробки покладів вугле-

воднів є застосування свердловинних струмин-

них насосів. Перші патенти на струминні насо-

си для нафтових свердловин були видані в 

1860-х роках, однак їх комерційне застосування 

розпочате наприкінці 1960-х років [1]. Перева-

ги використання нафтогазових ежекційних тех-

нологій найбільш повно реалізуються у випад-

ку значного зниження пластового тиску, актив-

ного обводнення експлуатаційних свердловин, 

зростання газового фактору та руйнування при-

свердловинних зон продуктивного пласта. 

Струминні насоси мають просту конструкцію, 

незначні габаритні розміри, здатні використо-

вуватись у викривлених свердловинах, надійні, 

компактні та стійкі до корозії, високих темпе-

ратур і абразивного зношування. Завдяки цим 

унікальним якостям дане обладнання знайшло 

використання в різних галузях промисловості. 

Застосування струминних насосів при бурінні 

та експлуатації свердловин дозволяє зберегти 

природну проникність продуктивного горизон-

ту та зменшити собівартість нафтовилучення на 

пізній стадії розробки родовища. 

Поширення нафтогазових ежекційних тех-

нологій обмежується низькою енергетичною 

ефективністю використання струминного насо-

са, що пов’язано з особливостями його робочо-

го процесу. Значні гідравлічні втрати, що су-

проводжують процес змішування потоків у 

проточній частині струминного насоса зумов-

люють низький коефіцієнт корисної дії гідро-

машини, що має негативний вплив на енергети-

чну ефективність реалізації ежекційних техно-

логій. Зважаючи на неперервне зростання скла-

дності розробки покладів вуглеводнів та необ-

хідність залучення для здійснення виробничих 

процесів в нафтогазовому комплексі нових не-

традиційних технологій, дослідження спрямо-

вані на підвищення енергетичної ефективності 

свердловинних струминних насосів є актуаль-

ним завданням. 

 

Аналіз сучасних закордонних і вітчиз-

няних досліджень і публікацій 

Один із шляхів підвищення енергоефекти-

вності робочого процесу струминного насоса 

полягає у створенні оптимальних умов його 

експлуатації. Вибір оптимальних режимних 

параметрів експлуатації ежекційної системи 

досягається удосконаленням методів прогнозу-

вання її характеристик шляхом застосування 

поширених імітаційних симуляторів і зокрема 

програмних комплексів SolidWorks [2] та 

NSYS (США) [3]. Зважаючи на особливості за-

стосування даних продуктів програму Solid-

Works більш ефективно застосовувати при реа-

лізації інженерних розрахунків, а програму 

ANSYS – для проведення наукових досліджень. 

За необхідності використання об’ємних масивів 

вихідних даних, що створюють значну кіль-

кість можливих комбінацій, кожна з яких пот-

ребує виконання окремих розрахункових опе-

рацій, застосовують спеціальні прикладні про-

грами. Для створення таких програм, зазвичай, 

використовують високорівневі мови програму-

вання, наприклад, інтерпретовану об'єктно-

орієнтовану мову Python. Найбільш ефектив-

ним є використання таких програм в задачах 

оптимізації робочого процесу струминних на-

сосів на основі вибору оптимальних співвідно-

шень конструкторських та режимних парамет-

рів [4]. 

Енергетична ефективність струминних на-

сосів може бути підвищена наданням обертово-

го руху змішуваним потокам. Ежекційна сис-

тема при цьому набуває ознак, характерних від-

центровим насосам; профіль швидкостей в ка-

мері змішування стає більш наповненим, а про-

дуктивність, напір та коефіцієнт корисної дії 

зростають [5]. Обертальний рух змішуваних 

потоків може створюватись розміщенням у 

проточній частині струминного насоса похило 

орієнтованих направляючих елементів [6], тан-

генційним підведенням інжектованого середо-

вища [7] та наданням обертового руху елемен-

там ежекційної системи [8]. Наддолотні стру-

минні насоси обертаються у складі компоновки 

низу бурильної колони, а для надання оберто-

вого руху нафтовим ежекційним системам мо-

жуть застосовуватись гідравлічні турбіни [9]. 

Математична модель струминного насоса з ро-

зміщеними в його проточній частині похило-

орієнтованими направляючими елементами пе-

редбачає наявність в структурі рівняння напір-

ної характеристики складових, які визначають 

додатковий напір, створюваний локальним за-

кручуванням робочого або інжектованого [10] 

потоку. Використовуючи гідродинамічні функ-
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ції комплексної змінної, автором запропонова-

но математичні моделі потенціального руху 

радіальної [11] та циркуляційної [12] течій, які 

дозволяють окремо оцінити  відповідно осьо-

вий та круговий рух змішуваних потоків у про-

точній частині струминного насоса. 

 

Висвітлення  невирішених  раніше  час-

тин загальної проблеми  

Підвищення енергоефективності застосу-

вання струминного насоса шляхом створення 

оптимальних умов його експлуатації в свердло-

вині вимагає удосконалення математичних мо-

делей прогнозування робочого процесу ежек-

ційної системи. Відомі методи розрахунку ха-

рактеристик струминного насоса не враховують 

можливість його обертання в свердловині. Ма-

тематичні моделі локального закручування ро-

бочого середовища не можуть застосовуватись 

у випадку обертання струминного насоса, оскі-

льки траєкторія руху циркуляційних потоків 

розміщена в площинах, перпендикулярних до 

осі свердловини. Запропоновані автором мате-

матичні моделі відокремленого потенціального 

руху радіальної [11] та циркуляційної [12] течій 

є попереднім етапом моделювання робочого 

процесу струминного насоса в умовах його 

обертання в свердловині. Поєднання комплекс-

них потенціалів радіальної та циркуляційної 

течій в єдиній математичній моделі дає змогу 

визначити характеристики комбінованого руху 

потоків в проточній частині струминного насо-

са, внаслідок чого підвищується ефективність 

прогнозування оптимального режиму експлуа-

тації свердловинної ежекційної системи.   

 

Мета та завдання досліджень  

Метою досліджень є моделювання механі-

зму поширення потоку в проточній частині 

свердловинного струминного насоса із викори-

станням елементарної гідродинамічної радіаль-

но-циркуляційної функції комплексної змінної.  

Поставлена мета передбачає виконання на-

ступних завдань досліджень:  

– визначення вигляду рівняння комплекс-

ного потенціалу комбінованого радіально-

циркуляційного потоку; 

– аналіз кінематичних параметрів поши-

рення радіально-циркуляційного потоку відпо-

відно до отриманої при моделюванні характе-

ристичної функції; 

– графічна інтерпретація сукупності ліній 

течії гідродинамічної сітки радіально-

циркуляційного потоку. 

 

Висвітлення основного матеріалу дослі-

дження  

Визначимо вигляд рівнянь, які характери-

зують гідродинаміку обертально-поступального 

руху потоку. Оскільки рівняння Лапласа, яке 

визначає рух потенціальних потоків, є ліній-

ним, то сума двох його часткових розв’язків 

також буде розв’язком цього рівняння. Накла-

дання або суперпозиція радіальної та циркуля-

ційної течії шляхом алгебраїчної суми їх ком-

плексних  потенціалів дозволяє отримати більш 

складний радіально-циркуляційний потік – ви-

хоровиток. Функцію вихоровитоку  
r c

W z


 

отримаємо з врахуванням комплексних потен-

ціалів радіальної  
r

W z  та циркуляційної 

 
c

W z  течій. 

 В загальному випадку проаналізуємо на-

ступні співвідношення комплексних потенціа-

лів радіального та циркуляційного потоків: 

1. Течії з центрами витоку та вихору, роз-

міщеними в початку координат. 

2. Для радіальної течії центр витоку спів-

падає з центром координат, а центр вихору ци-

ркуляційної течії зміщений в напрямку верти-

кальної осі. 

3. Центри вихору та витоку мають однос-

тороннє зміщення в напрямку вертикальної осі. 

Взаємне зміщення центрів вихору та вито-

ку гідродинамічних функцій дозволяє врахува-

ти неспіввісність робочої насадки та камери 

змішування внаслідок неякісного виготовлення 

та асиметричного розміщення деталей стру-

минного насоса.  

Визначимо вигляд рівняння комплексного 

потенціалу для вищезгаданих випадків. 

1. Центр вихоровитоку розміщений в поча-

тку координат. 

Для плоскої течії, враховуючи рівняння 

комплексного потенціалу радіального [11] та 

циркуляційного [12] потоків, запишемо:  

     

   

ln
2 2

ln ln ,
2 2 2 2

r c r с

r c r c r c r c

Q Г
W z W z W z z

i i

Q Г Q Г
r i r

 

     

 
   



 

 
     

 

      

   
      
   

(1) 

де   Q  – витрата рідини  через бокову поверх-

ню кругового циліндра радіусом r з центром в 

точці витоку і висотою, що дорівнює одиниці; 

Г  – циркуляція вектора поступальної 

швидкості руху рідини по замкненому контуру; 

z  – комплексна змінна; 
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r , c , r c   – потенціал швидкостей раді-

ального, циркуляційного та комбінованого по-

токів; 

r , c , r c   – функція течії радіального, 

циркуляційного та комбінованого потоків; 

 і  – уявна одиниця; 

  – полярний кут, який визначає поло-

ження полярної координати. 

Циркуляція вектора поступальної швид-

кості руху рідини по замкненому контуру Г дає 

змогу врахувати частоту обертання елементів 

свердловинного насоса в свердловині. 

Потенціал швидкостей комбінованого по-

току r c   в рівнянні (1) визначається алгеб-

раїчним сумуванням потенціалу швидкостей 

радіального [11] та циркуляційного [12] потоків  

ln
2 2

r c

Q Г
r 

 
   .                  (2) 

Функція течії комбінованого потоку r c   

визначається алгебраїчним сумуванням функ-

цій течії радіального та циркуляційного потоків 

ln
2 2

r c

Q Г
r 

 
   .                 (3) 

Визначимо вигляд комплексного потенціа-

лу просторового осесиметричного потоку. По-

тенціал швидкостей просторового радіального 

та циркуляційного потоку визначається за рів-

няннями  [11], [12]  

2 2

1

4
r

Q

z r



 


;                  (4) 

4
c

Г r
arctg

z



 .                     (5) 

Шляхом сумування вищезгаданих рівнянь 

отримаємо формулу для визначення потенціалу 

швидкостей просторового вихоровитоку: 

2 2

1

4 4
r c

Q Г r
arctg

zz r


 
   


.       (6) 

Функція течії просторового радіального та 

циркуляційного потоку визначається рівняння-

ми [11], [12] 

2 24
r

Q z

z r



 


;                  (7) 

2 2

4
c

Г
z r


   .                   (8) 

Функцію течії просторового комбінованого 

радіально-циркуляційного потоку визначаємо 

сумуванням рівнянь (7), (8) 

2 2

2 24 4
r с

Q z Г
z r

z r


 
    


.    (9) 

Враховуючи рівняння (6), (9) отримаємо 

рівняння комплексного потенціалу комбінова-

ного просторового радіально-циркуляційного 

потоку 

 
2 2

2 2

2 2

1

4 4

.
4 4

r c

Q Г r
W z arctg

zz r

Q z Г
i z r

z r

 

 



 
    
 

 

 
   
 

 

(10) 

Отримане рівняння характеристичної 

функції дозволяє оцінити вплив величини вит-

рати потоку в проточній частині струминного 

насоса та частоту його обертання в свердло-

вині. 

2. Радіально-циркуляційний потік з однос-

тороннім зміщенням вихору.  

Для комбінованого потенціалу швидкостей 

просторового потоку, враховуючи рівняння по-

тенціалу швидкостей радіальної та циркуляцій-

ної течії запишемо: 

0

2 2

1

4 4
r c

r rQ Г
arctg

zz r


 



  


,  (11) 

де  0r  – зміщення вихрового елемента. 

Функцію течії визначаємо, використовую-

чи рівняння: 

 
22

0
2 24 4

r с

Q z Г
z r r

z r


 
     


. (12) 

Рівняння комплексного потенціалу отри-

маємо, використовуючи формули (11), (12) 

  0

2 2

1

4 4r с

r rQ Г
W z arctg

zz r 

 
    
 

 

 

 
22

0
2 2

.
4 4

Q z Г
i z r r

z r 

 
    
 

 

 (13) 

3. Радіально-циркуляційний потік із одно-

часним зміщенням витоку та вихору.  

Потенціал швидкостей просторової течії із 

зміщеним витоком та вихором отримаємо з ви-

користанням рівнянь: 

 
22

0

1

4
r

Q

z r r




 

 

;               (14) 

0

4
c

r rГ
arctg

z





 .                        (15) 

Для визначення комбінованого потенціалу 

просторової течії необхідно просумувати зна-

чення потенціалів радіального та циркуля-

ційного потоків 

 

0

22
0

1

4 4
r c

r rQ Г
arctg

zz r r


 




  

 

,(16) 

де  0r , 0r  – зміщення витоку та вихору відпо-

відно. 
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Знак «–» перед величиною зміщення вито-

ку 0r  (в рівнянні (16)) відповідає зміщенню ви-

току та вихору в одному напрямку відносно осі 

z , а знак «+» – в протилежних напрямках, тоб-

то вісь z  знаходиться між центрами витоку та 

вихору. В загальному випадку виконується 

співвідношення 0 0r r  . 

Функцію просторової течії визначаємо ал-

гебраїчним сумуванням рівнянь для радіально-

го та циркуляційного потоку 

 

 

22
0

22
0

4

.
4

r с

Q z

z r r

Г
z r r






   

 

  

           (17) 

 Тоді рівняння комплексного потенціалу 

матиме вигляд 

 
 

0

22
0

1

4 4r с

r rQ Г
W z arctg

zz r r 

 
    

 
  
 

 

 
 

22
0

22
0

.
4 4

Q z Г
i z r r

z r r 

 
    
 
  
 

(18) 

Визначимо вигляд рівнянь для розрахунку 

кінематичних параметрів радіально-

циркуляційного потоку. Швидкість комбінова-

ного потоку визначаємо шляхом диференцію-

вання функції комплексного потенціалу. Ана-

логічний результат може бути досягнутий шля-

хом сумування рівнянь швидкостей радіального 

[11] та циркуляційного [12] потоків. Якщо 

центр вихоровитоку розміщений в початку ко-

ординат отримаємо 

 
2 2 2 2

1 1

4 4

r c
W z Q Г

z z r z r 



 

  
. (19) 

Необхідно відзначити, що циркуляція Г  

вектора поступальної швидкості руху рідини по 

замкненому контуру прямопропорційно зале-

жить від кутової швидкості обертання потоку. 

Таким чином, відповідно до рівняння (19) шви-

дкість поширення радіально-циркуляційного 

потоку зростає зі збільшенням витрати потоку 

та частоти обертання струминного насоса. Ма-

ксимальне значення горизонтальної складової 

швидкості потоку має місце на осі камери змі-

шування. 

Швидкість результуючого потоку у випад-

ку одностороннього зміщення вихору визна-

чаємо за формулою 

 

 
2 2 22

0

1 1

4 4

r c
W z Q Г

z z r z r r 



 

   

.(20) 

У випадку нульового зміщення вихору 

0r =0 останній вираз перетворюється на рівнян-

ня (19). Зважаючи на отримане рівняння збіль-

шення величини зміщення вихору 0r  викликає 

зростання швидкості поширення радіально-

циркуляційного потоку. 

Швидкість асиметричного радіально–

циркуляційного потоку у випадку одночасного 

зміщення витоку та вихору враховуючи рівнян-

ня (18) визначаємо за формулою 

 

 

 

22
0

22
0

1

4

1
.

4

r c
W z Q

z z r r

Г

z r r








 
  



 

          (21) 

Проаналізувавши останнє рівняння, можна 

зробити висновок, що максимальна величина 

швидкості поширення радіально-циркуляцій-

ного потоку відповідає знаку «–» перед вели-

чиною зміщення витоку 0r , тобто коли витік та 

вихор зміщені в одному напрямку. 

Результуюче гідродинамічне поле комбі-

нованого потоку визначається взаємною конфі-

гурацією ліній течії радіального та циркуляцій-

ного потоку. Сукупність ліній течії робочого 

середовища розглянемо на прикладі симетрич-

ного радіально-циркуляційного потоку (рис. 1). 

 
Рисунок 1 – Лінії течії радіального (1),  

циркуляційного (2) та  

радіально-циркуляційного (3) потоків 

  

Витрата рідини є постійною вздовж ліній 

течії і змінюється при переході до сусідньої 

лінії. Лінії течії двовимірного та просторового 

радіального потоку визначаються серією пря-

мих, що проходять через центр координат та 

сукупністю меридіальних  площин. Для цирку-

ляційного двовимірного та просторового пото-
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ку лінії течії визначаються серією концентрич-

них кіл та сфер з початком координат у центрі 

витоку. Лінії течії 1, 2 та 3 для просторового 

потоку отримані з використанням рівнянь (7), 

(8) та (9). Лінії течії результуючого потоку 

отримаємо як діагоналі гідродинамічної кліти-

ни, утвореної лініями течії радіального та цир-

куляційного потоків (рисунок 1).  

Враховуючи, що розміри гідродинамічної 

клітини можуть бути необмежено малими, ла-

мана лінія течії результуючого потоку транс-

формується в плавну криву. Зважаючи на кон-

фігурацію ліній течії частинки рідини радіаль-

но-циркуляційного потоку рухаються від 

центру витоку до периферії за плавнозмінними 

криволінійними траєкторіями.  

 

Висновки 

1. Розроблена математична модель робочо-

го процесу струминного насоса для умов його 

обертання в свердловині подана у вигляді ком-

бінованої радіально-циркуляційної гідродина-

мічної функції комплексної змінної. Комплекс-

ний потенціал радіально-циркуляційного пото-

ку дає змогу оцінити вплив зміщення центрів 

витоку та вихору на характеристики ежекційної 

системи та врахувати неспіввісність елементів 

проточної частини струминного насоса та їх 

асиметричне розміщення в свердловині. Отри-

мана в процесі моделювання  характеристична 

функція враховує величину витрати в проточ-

ній частині струминного насоса та швидкість 

його обертання в свердловині. 

2. В процесі аналізу отриманої характерис-

тичної функції встановлено прямопропорційну 

залежність швидкості поширення радіально-

циркуляційного потоку від його витрати та час-

тоти обертання струминного насоса. У випадку 

симетричного кінематичного поля швидкість 

потоку приймає максимальні значення на осі 

камери змішування. Швидкість поширення ра-

діально-циркуляційного потоку зростає у випа-

дку зміщення центру вихору. Максимальна ве-

личина швидкості поширення радіально-

циркуляційного потоку відповідає односторон-

ньому одночасному зміщенню центрів витоку 

та вихору.  

3. Результуюча поверхня просторової течії 

визначається діагональною площиною гідроди-

намічного тривимірного елемента, утвореного 

серією меридіальних площин та концентричних 

сфер з початком координат у центрі вихору. 

Поверхні течії комбінованого потоку утворені 

спіралеподібними траєкторіями з початком у 

центрі витоку та вихору. Геометричні розміри 

гідродинамічного елемента визначаються ви-

тратою і частотою обертання робочого середо-

вища та характеризують параметри комбінова-

ного потоку. 

Завдання подальших досліджень полягає у 

розробленні програмного забезпечення для ав-

томатизованого використання отриманих зале-

жностей. 
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