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Одним з основних шляхів підвищення надійності та водночас зменшення матеріалоємності труб під 
тиском, що використовуються у нафтогазотранспортній системі, є удосконалення теоретично-
розрахункового апарату для прогнозування критичних навантажень, що виникають в їх стінках. Базовою 
для таких досліджень є задача підвищення точності та достовірності розрахунків на етапі визначення 
механічних характеристик конструкційних матеріалів. Прогнозування граничних напружень і деформацій в 
матеріалі здійснюють, апроксимуючи дані експериментів деформаційними кривими або граничними повер-
хнями плинності. Метою роботи є запропонувати універсальний спосіб отримання узагальненої кривої, яка 
б найкраще узгоджувалась з даними експерименту для кожного конкретного матеріалу. У публікації опи-
сано метод отримання однопараметричної моделі узагальненої кривої деформування для пластичних мета-
левих матеріалів. Для отримання значення параметра p як сталої матеріалу потрібно мати результати 
кількох найпростіших дослідів двоосного розтягу при різних комбінаціях співвідношень головних напружень. 
Для максимально точної калькуляції сталої матеріалу p необхідно мінімізувати вплив похибок на етапах 
підготовки, випробовування та обробки результатів. Перевірка моделі для інших матеріалів та підбір до-
даткових показників валідності дозволить із задовільною точністю описувати узагальнену криву деформу-
вання та прогнозувати напружено-деформований стан матеріалу. У комплексі з методиками врахування 
геометрії конструкцій отриману узагальнену криву можна використовувати для прогнозування значень 
реальних напружень, що виникають в стінках труб під тиском.  

Ключові слова: узагальнена деформаційна крива; ділянка зміцнення; критерій плинності; гіпотеза існу-
вання єдиної кривої; діаграма розсіювання експериментальних даних; кореляція. 

 
Одним из основных путей повышения надежности и одновременно уменьшения материалоемкости 

труб под давлением, которые используются в нефтегазотранспортной системе, является усовершенство-
вание теоретико-расчетного аппарата для прогнозирования критических нагрузок, возникающих в их 
стенках. Базовой для таких исследований является задача повышения точности и достоверности расче-
тов на этапе определения механических характеристик конструкционных материалов. Прогнозирование 
предельных напряжений и деформаций в материале осуществляют, аппроксимируя данные экспериментов 
деформационными кривыми или предельными поверхностями текучести. Целью работы является предло-
жить универсальный способ получения обобщенной кривой, которая бы лучше согласовывалась с данными 
эксперимента для каждого конкретного материала. В публикации описан метод получения однопарамет-
рической модели обобщенной кривой деформирования для пластических металлических материалов. Для 
получения значения параметра p как постоянной материала необходимо иметь результаты нескольких 
простых опытов двухосного растяжения при различных комбинациях соотношений главных напряжений. 
Для максимально точной калькуляции постоянной материала p необходимо минимизировать влияние по-
грешностей на этапах подготовки, испытания и обработки результатов. Проверка модели для других ма-
териалов и подбор дополнительных показателей качества позволит с удовлетворительной точностью 
описывать обобщенную кривую деформирования и прогнозировать напряженно-деформированное состоя-
ние материала. В комплексе с методиками учета геометрии конструкций полученную обобщенную кривую 
можно использовать для прогнозирования значений реальных напряжений, возникающих в стенках труб 
под давлением. 

Ключевые слова: обобщенная деформационная кривая; участок упрочнения; критерий текучести; гипо-
теза существования единой кривой; диаграмма рассеивания экспериментальных данных; корреляция. 

 
One of the main ways to increase reliability and at the same time reduce the materials consumption of pipes 

under pressure, used in the oil and gas transportation system, is to improve theoretical and computational methods 
to predict critical loads in their walls. These studies are based on the problem of accuracy and reliability of calcula-
tions at the stage of determination of mechanical characteristics of structural materials. Prediction of ultimate 
stresses and strains in the material is performed by approximation of experimental data using deformation curves 
or yield strenghth. The purpose of the work is to propose a universal way to obtain a generalized curve for better 
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Вступ 
Одним з основних шляхів підвищення на-

дійності та водночас зменшення матеріалоєм-
ності труб під тиском, що використовуються у 
нафтогазотранспортній системі, є удосконален-
ня теоретично-розрахункового апарату для 
прогнозування критичних навантажень, що ви-
никають в їх стінках. Базовою для таких дослі-
джень є задача підвищення точності та достові-
рності розрахунків на етапі визначення механі-
чних характеристик конструкційних матеріалів. 
Прогнозування граничних напружень і дефор-
мацій в матеріалі здійснюють, апроксимуючи 
дані експериментів деформаційними кривими 
або граничними поверхнями плинності. Розро-
бка нових конструкційних матеріалів та зрос-
таючі вимоги до пропускної здатності та робо-
чого тиску в трубах, і, разом з тим, зменшення 
матеріалозатратності їх виготовлення посилю-
ють вимоги до точності інженерних розрахун-
ків. Експериментальна реалізація всього спект-
ру напружено-деформованих станів зразків 
конструкційних елементів є складною та затра-
тною, оскільки вимагає руйнування великої 
кількості зразків, створення і утримання варті-
сного обладнання. Тому пошук ефективних ме-
тодів розрахунку прогнозних значень критич-
них навантажень на стінки труб, що працюють 
під тиском, та визначення реалістичного коефі-
цієнта запасу залишається актуальною задачею. 
Підвищити точність та достовірність прогноз-
них значень можна через удосконалення мето-
дик розрахунку та використання комп’ютерної 
техніки.  

Застосування різних критеріїв міцності до 
знаходження критичних навантажень в тонко-
стінних трубах розглянуто в [1], [2]. Імплемен-
тація критеріїв до розрахунків методом скін-
ченних елементів досліджено в [3]. Розвиток 
підходів до оцінювання граничних навантажень 
в трубах запропоновано в [4]. Детальні порів-
няння застосування різних критеріїв здійснено 
в [5]. Питання розробки критеріїв міцності на-
було свого розвитку в роботах [6]. Двопарамет-

ричний критерій міцності для металевих мате-
ріалів розроблено в [7]. Розвиток критерію Мі-
зеса для ізотропних нестисливих матеріалів за-
пропоновано в [8]. Особливості застосування 
критеріїв міцності з врахуванням кристалогра-
фічної будови матеріалів розглянуто в [9]. 

 
Ціль роботи 
Запропонувати новий узагальнений підхід 

до розрахунку критичних напружень, який би 
не суперечив класичним підходам, але давав 
можливість враховувати особливості деформу-
вання конкретних матеріалів. Описати проце-
дуру знаходження сталої матеріалу для побудо-
ви моделі узагальненої кривої деформування. 

 
Виклад основного матеріалу 
Опірність матеріалу пластичному дефор-

муванню та руйнуванню визначають із найпро-
стіших дослідів. Реалізовуючи плоский напру-
жений стан та вимірюючи зміни в розмірах зра-
зків, отримують набори значень «напруження-
деформації», які потім апроксимують поверх-
нями граничних станів у просторі головних на-
пружень або кривими деформування.  

Поверхні граничних станів, або граничні 
поверхні плинності (у двовимірному випадку – 
граничні криві) використовують для прогнозу-
вання критичних значень напружень, що вини-
кають у зразках матеріалів. Причому залежно 
від умов експлуатації конструкції критичним 
навантаженням вважають таке, що спричиняє 
або появу пластичних деформацій, або досяг-
нення певного їх рівня. Для визначення грани-
чних напружень в умовах складного напруже-
ного стану в теорії пластичності використову-
ють «класичні» теорію максимальних дотичних 
напружень Кулона-Треска та теорію питомої 
потенціальної енергії формозміни Мізеса.  

Аналітично умова пластичності Треска 
описується співвідношенням (1): 

1 3 Tσ σ σ− = ,                       (1) 
умова пластичності Мізеса – формулою (2): 

consistence with the experimental data for each specific material. The paper describes a method used to develop a 
one-parameter model of a generalized deformation curve for plastic metal materials. To obtain the parameter p 
value as a constant of the material, it is necessary to have the results of several simple biaxial tension experiments 
with various combinations of the principal stress ratios. For the most accurate calculation of constant material p, it 
is required to minimize the effect of errors at preparation, testing and result processing stages. The model verifica-
tion for other materials and selection of additional quality indicators will allow satisfactory accuracy to describe 
the generalized deformation curve and predict the stress-strain state of the material. In combination with the meth-
ods for structural geometry, the obtained generalized curve can be used to predict the real stress values in pipe 
walls under pressure 

Keywords: generalized deformation curve; hardening segment; yield criterion; the hypothesis of generalized 
curve existence; scatter diagram of experimental data; correlation. 
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( ) ( ) ( )2 22 2
1 2 2 3 1 3 2 Mσ σ σ σ σ σ σ− + − + − = , (2) 

де  1 2 3, ,σ σ σ  – головні напруження,  

Tσ  – еквівалентні напруження Треска,  

Mσ  – еквівалентні напруження Мізеса. 
Часткова узгодженість класичних гранич-

них поверхонь плинності з експериментальни-
ми даними сприяла пошукові і розробці нових 
теорій і критеріїв плинності (Писаренка–
Лебедєва [10], Ковальчука [11], Друкера і  
Прагера [12], Ягна [13], Біргера [14], Жу [6]; 
Потапової і Ярцева [15] та ін.). Достатньо по-
вний виклад розрахункових рівнянь різних кри-
теріїв плинності зроблено в [11; 16 – 18]. Не-
зважаючи на чисельні дослідження в цій галузі, 
на сьогодні залишається досить проблематич-
ною оцінка граничних напружень в умовах 
складного напруженого стану. Для переважної 
більшості критеріїв розрахункові значення доб-
ре узгоджуються з експериментальними лише 
для конкретних матеріалів або типів матеріалів. 
Тому на практиці для розрахунків найчастіше 
використовують «класичні» критерії, більшою 
мірою через простоту обчислень. 

На відміну від граничних кривих плиннос-
ті, за кривими деформування відслідковують 
напруження та деформації впродовж усього 
процесу навантаження. Криві деформування в 
головних напруженнях та головних деформаці-
ях є первинними для подальшої обробки та 
аналізу. У даному дослідженні під кривою де-
формування слід розуміти ділянку зміцнення 
матеріалу, що має критичну важливість при 
вивченні поведінки навантажених конструкцій, 
для яких допускається пластичне деформуван-
ня. В цьому разі критичним називають напру-
ження, при перевищенні якого в зразку розви-
ваються локальні пластичні деформації. 

Для побудови кривої деформування мате-
ріалу найчастіше використовують максимальні 
дотичні напруження maxτ  та максимальні куто-

ві деформації maxγ  або інтенсивності напру-

жень iσ  та інтенсивності деформацій iε  (або 
пропорційні до них октаедричні координати), 
залежно від типу прикладеного навантаження. 
Для більшості матеріалів крива деформування, 
побудована як для максимальних дотичних на-
пружень, так для інтенсивностей напружень, 
залежить від виду напруженого стану. Численні 
дослідження присвячені пошуку такої системи 
координат, в якій можна побудувати єдину для 
всіх видів напруженого стану криву деформу-
вання. Огляд та аналіз підходів до побудови 
єдиної кривої описано в [17, 19]. 

Оскільки для більшості матеріалів експе-
риментальні точки розташовуються між «кла-
сичними» кривими плинності – еліпсом Мізеса 
та шестикутником Кулона–Треска, в [20] було 
запропоновано узагальнити критерії (1) та (2) 
аналогічно, як це було зроблено Хосфордом в 
[21]. Як ваговий коефіцієнт, що відображає 
ступінь відхилення властивостей реального 
конструкційного матеріалу від ідеалізованого, 
було запропоновано ввести деяку константу 
матеріалу, позначену p . Запропонований кри-
терій аналітично виражається формулою 

1

1 2 2 3 1 3

2 2

p pp p

eq
p σ σ σ σ σ σ

σ
 − + − + −
 =
  

, (3) 

де  eqσ  – еквівалентне напруження,  

p – деяке додатне число. 
Гранична крива плинності при 1p =  збіга-

ється з кривою, що відповідає критерію Треска, 
при 2p =  – критерію Мізеса. При 1 2p< <  
отримується низка кривих, що займають про-
міжне положення між еліпсом Мізеса та шести-
кутником Кулона-Треска (рис. 1). 

 
Рисунок 1 – Граничні криві плинності,  
отримані за формулою (3), при різних p 

(1 ≤≤≤≤ р ≤≤≤≤ 2) 
 
Для аналітичного опису узагальненої, не-

залежної від виду напруженого стану деформа-
ційної кривої авторами введено еквівалентні 
деформації eqε  у вигляді (4): 

( )

1

1 2 2 3 1 3

2 1 1 2

p pp p

eq
p

p

ε ε ε ε ε ε
ε

 − + − + −
 =

+   

. (4) 
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При 1p =  з (3), (4) отримуються формули 
для визначення найбільших дотичних напру-
жень та кутових деформацій max maxτ γ− , при 

2p =  – інтенсивності напружень і деформацій 

i iσ ε− .  
З метою визначення параметра p  було 

взято первинні дані деформування пластичних 
матеріалів, отримані в головних напруженнях 
та деформаціях при кількох видах плоского на-
пруженого стану. В системі еквівалентних ко-
ординат eq eqσ ε−  було побудовано точки, що 

відповідають експериментальним, перераховані 
при різних значеннях p. Отримували діаграми 
розсіювання точок в координатах max maxτ γ−  

(при 1p = ), в координатах i iσ ε−  (при 2p = ) 
та для проміжних значень p  (1 2p< < ) з пев-
ним кроком (0,001, 0,01, 0,05).  

Для аналізу було взято експериментальні 
дані з двоосного розтягу зразків ізотропних ме-
талевих конструкційних матеріалів [11], [22]. В 
даній публікації показано  результати обробки 
даних для вуглецевої сталі (0,37%С), вуглеце-
вої високоякісної сталі 45, а також високолего-
ваної високоміцної сталі 15Х2НМФА. Усі дані 
було отримано при температурі 20ºС. Попере-
дня обробка та стан матеріалів описані в пер-
шоджерелах.  

На рис. 2 показано поля розсіювання екс-
периментальних даних, перерахованих за фор-
мулами (3), (4) при різних значеннях p  
(1 2p< < ).  

Для трьох наведених зразків матеріалів ві-
зуально спостерігається менша площа розсію-
вання точок при оптимальному значенні пара-
метра p. Аналогічні рисунки отримувались для 
інших металевих матеріалів. Для переважної 
більшості інших металевих матеріалів та спла-
вів, дані для яких було взято з вказаних джерел, 
параметр p набував значень з інтервалу (1; 2). 
Лише для кількох матеріалів оптимальними 
були значення, що виходили за межі цього ін-
тервалу.  

Ділянка зміцнення кривої деформування 
для спостережуваних матеріалів має форму, 
близьку до лінійної. Тому однією з умов знахо-
дження оптимального значення p  було вибра-
но коефіцієнт кореляції Пірсона, що максимізу-
ється. Іншим числовим показником оптималь-
ності параметра p  було вибрано показник від-
носного розсіювання точок – коефіцієнт варіа-
ції, який мінімізується. Розрахунки підкріплю-
вали візуальними спостереженнями. 

 

 

 
По горизонталі відкладені деформації  

в частках цілого,  
по вертикалі – напруження в МПа 

Рисунок 2 – Діаграми розсіювання  
експериментальних точок в координатах 

eq eqσ ε−  при різних p 
 

Коефіцієнт кореляції Пірсона r розрахову-
вався для всієї множини точок при кожному 
значенні параметра p. Для розрахунків викори-
стовували формулу: 
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n – кількість спостережень. 
На рис. 3 показано графіки залежностей 

коефіцієнта кореляції Пірсона від значень па-
раметра p.  

Аналіз графіків, наведених на рисунку 3, 
показав, що існує максимум залежності коефі-
цієнта кореляції Пірсона від параметра p. Мак-
симум яскравіше виражений у випадку сталі 45 
та менш чітко виражений для двох інших зраз-
ків. Аналогічна картина спостерігалась для бі-
льшості матеріалів. В окремих випадках графі-
ки для ділянки [1; 2]p ∈  були строго моно-
тонними, максимуми спостерігались на кінцях 
відрізка або за його межами. 

Як показник ступеня розсіювання експе-
риментальних точок при кожному значенні p 
обчислювалось усереднене значення показника 
варіації V. Для знаходження коефіцієнта варіа-
ції V вхідні дані розбивались на певну кількість 
інтервалів однакової довжини. Оскільки число 
експериментальних точок n варіювалось в ме-
жах 20-40, за кількість часткових інтервалів 
було вибрано 5. При кожному значенні параме-
тра p обчислювались значення коефіцієнта ва-
ріації ( )k

V  на часткових проміжках, потім ці 

значення усереднювались. Такий підхід до об-
числення коефіцієнта V має два обґрунтування. 
По-перше, через різну «протяжність» щодо го-
ризонтальної осі первинних даних, отриманих 
при різних видах плоского напруженого стану, 
на різних ділянках отримується різна кількість 
точок. Розбиття на часткові інтервали зменшує 
вагу впливу значень, отриманих на початку де-
формаційного процесу, на подальший регресій-
ний аналіз кривої зміцнення для ділянки серед-
ніх та великих пластичних деформацій, що ста-
новить подальший науковий інтерес для авто-
рів публікації. По-друге, при збільшенні зна-
чень параметра p від 1 до 2 ординати точок (ек-
вівалентні напруження) також збільшуються, 
тому природньо збільшуватимуться середні 
значення напружень та дисперсія значень по 
вертикальній осі. Найбільшого значення диспе-
рсія набуватиме на ділянці малих пластичних 
деформацій, де стрімкість підйому первинних 
кривих деформування є вищою, та, знову ж та-
ки, сконцентрована найбільша кількість точок. 

 

 

 
Рисунок 3 – Залежності ( )r p   

коефіцієнта кореляції Пірсона  
від параметра p для трьох марок сталей 

 
Усереднення значень коефіцієнта варіації в 

цьому випадку зменшує вплив форми первин-
них кривих на значення показника щільності. 
Таким чином, було використано формули: 

( ) ( )
( )

k
k

eq k

STD
V

σ
= , 1, 5k = ,             (6) 
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де  ( )k
STD  – стандартне відхилення значень 

напружень ( )eq i
σ  з k-го проміжку від серед-

нього значення на цьому проміжку ( )eq k
σ . 

Тоді усереднене значення коефіцієнта ва-
ріації для кожного значення параметра p: 

( )
5

1

5

k
k

V

V ==
∑

.                       (7) 

На рис. 4 зображено графіки залежностей 
коефіцієнта варіації від параметра p. 

Візуальний аналіз графіків, зображених на 
рис. 4, показав, що кожна із залежностей дося-
гає свого мінімуму на інтервалі (1; 2). Значення 
параметра p, при яких коефіцієнт варіації міні-
мальний, близькі до значень, отриманих за 
умови мінімуму коефіцієнта кореляції Пірсона. 
Відхилення в оптимальних значеннях p, отри-
маних за двома різними критеріями в даному 
дослідженні, можна пояснити накопиченими 
похибками, в тому числі на етапі вимірювання, 
побудови первинних кривих деформування, 
оцифрування графіків та при заокругленнях 
розрахункових даних. Також залишається від-
критим питання підбору критеріїв оцінювання 
відносної щільності точок.  

Наближені значення параметра p та відпо-
відні показники якості моделі наведені в 
табл. 1. Тут maxr  – максимальне значення кое-

фіцієнта кореляції Пірсона для [ ]1; 2p ∈ , 

max( )p r  – значення параметра p, при якому до-
сягався максимум коефіцієнта кореляції Пірсо-
на. Мінімільне значення усередненого коефіці-
єнта варіації V позначено minV , значення пара-

метра p, при якому досягалось minV , позначено 

( )minp V . 

Таблиця 1 – Наближені значення  
параметра p та показники якості моделі 

Марка сталі maxr  max( )p r  minV  ( )minp V  

сталь 0,37%С 0,97 1,48 3,8% 1,50 
сталь 45 0,97 1,30 3,44% 1,3 
15Х2НМФА 0,98 1,52 1,03% 1,39 

 
Високі показники коефіцієнта Пірсона ко-

релюють з низькими значеннями коефіцієнта 
варіації, що свідчить про адекватність вибрано-
го підходу до оцінювання відносної щільності 
розташування точок, отриманих при різних 
значеннях параметра p.  

 

 

 
Рисунок 4 – Залежності ( )V p   

коефіцієнта варіації  
від параметра p для трьох марок сталей 

 
На рис. 5 показано граничні діаграми міц-

ності, побудовані за формулою (3) при чоти-
рьох різних значеннях параметра p. Експериме-
нтальні дані взято для вуглецевої сталі 45, ви-
соколегованої сталі 15Х2НМФА та титанового 
деформівного сплаву ВТ6С [11, 22]. Усі зразки 
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матеріалів випробовувались статичним двоос-
ним навантаженням при кімнатній температурі. 
Попередня обробка матеріалів та умови прове-
дення експерименту описані в першоджерелах. 

Відхилення експериментальних точок від 
розрахункових кривих в сторону зменшення 
граничних значень напружень в діапазоні 

2 1/ (0; 1)σ σ ∈  можна пояснити, в тому числі, 
впливом форми зразка на значення граничної 
міцності.  

 

 
□  □  □  сталь 45 (p=1,3) 

+ + +  сплав ВТ6С (p=1,32) 
○ ○ ○  сталь 15Х2НМФА (p=1,52) 

Рисунок 5 – Експериментальні точки та 
граничні криві плинності,  

побудовані за формулою (3) при різних p 
 
Врахування особливостей фізико-хімічного 

стану матеріалів, попередньої термообробки, 
умов виконання експерименту, форми та розмі-
рів зразків для більшої кількості матеріалів до-
зволить зробити висновки про узгодженість 
розрахункових граничних поверхонь плинності 
з експериментальними даними та, можливо, 
пояснити разові та систематичні відхилення. 

Перевірка моделі для інших матеріалів та 
підбір додаткових показників якості дозволить 
із задовільною точністю описувати узагальнену 
криву деформування аналітично та прогнозува-
ти напружено-деформований стан матеріалу. 

 
Висновки 
Аналіз розрахунків, проведених для серії 

конструкційних сталей та сплавів, показав, що 
існує таке розрахункове значення параметра p , 
для якого можна побудувати криву деформу-
вання з найменшим полем розсіювання дослід-
них даних. Цим самим підтверджується гіпоте-
за про існування єдиної кривої деформування, 
незалежної від виду напруженого стану. Для 
діаграм розсіювання, побудованих в координа-

тах eq eqσ ε−  при оптимальних значеннях пара-

метра p , можна отримати рівняння регресії для 
єдиної кривої деформування з найкращими по-
казниками якості. Для отримання значення па-
раметра p як сталої матеріалу потрібно мати 
результати кількох найпростіших дослідів з 
двоосного розтягу при різних комбінаціях спів-
відношень головних напружень. Для максима-
льно точної калькуляції сталої матеріалу p не-
обхідно мінімізувати вплив похибок на етапах 
підготовки, випробовування та обробки резуль-
татів.  

Отримання регресійних моделей узагаль-
нених кривих зміцнення та їх валідація для ши-
рокого кола пластичних ізотропних металевих 
матеріалів, а також порівняльний аналіз пропо-
нованої методики отримання узагальненої кри-
вої зміцнення з існуючими сучасними підхода-
ми буде висвітлено в наступних публікаціях. 

У комплексі з методиками врахування гео-
метрії конструкцій отриману узагальнену криву 
можна використовувати для прогнозування 
значень реальних напружень, що виникають в 
стінках труб під тиском. Прогнозування точних 
значень граничного тиску в трубах є визнача-
льним для знаходження реалістичного коефіці-
єнта безпеки при проектуванні труб, які б задо-
вольняли вимогам надійності та економічності. 
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