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Колонa обсадних труб у криволінійній свердловині працює як довгий нерозрізний стрижень. Вона вста-
новлена на опори-центратори і повторює складний профіль свердловини, внаслідок чого отримує великі 
деформації. Для їх описання складено систему диференціальних рівнянь рівноваги внутрішніх та зовнішніх 
сил і моментів, яку доповнено до замкненого вигляду диференціальним рівнянням кривизни. Вона є неоднорі-
дною, тому що враховує власну розподілену вагу стрижня. Запропоновано два шляхи розв’язання задачі: 
методом математичної компресії рівнянь системи у комплексне неоднорідне диференціальне рівняння або 
методом проекціювання рівнянь рівноваги сил на глобальну (вертикаль-горизонталь) та на локальну (доти-
чна-нормаль) системи координат. Показано, що перший інтеграл системи можна знайти також за рів-
няннями рівноваги ділянки викривленого стрижня скінченої довжини. Цей інтеграл має вигляд неоднорідно-
го диференціального рівняння другого порядку зі змінними коефіцієнтами та є основним рівнянням, яке опи-
сує деформування довгого пружного стрижня під дією поздовжньої і поперечної складових сил розподіленої 
ваги. Головною вимогою технології є встановлення колони труб на центрувальних опорах, метою якого є 
забезпечення співвісності труб і стінок свердловини та створення між ними цементного кільця однакової 
товщини і міцності. Врахування цієї вимоги дозволило лінеаризувати основне рівняння. За його розв’язком 
знайдено вирази прогинів, кутових деформацій, внутрішніх згинальних моментів та поперечних сил у 
стрижні з довільними розташуванням опор і граничними умовами в опорних перетинах. Розв’язок основно-
го диференціального рівняння кутових деформацій довгого стрижня знайдено у вигляді лінійної комбінації 
функцій Ейрі і Скорера та у вигляді трьох лінійно незалежних поліноміальних рядів у сумі з частинним 
розв’язком. Одержані вирази деформаційних і силових параметрів дають змогу розрахувати напруження і 
деформації колони труб під час технологічного процесу кріплення свердловини довільного профілю, що до-
зволяє підвищити надійність і довговічність її експлуатації. 

Ключові слова: криволінійна свердловина, обсадна колона, пружний стрижень, деформації згину, 
функції Ейрі, функції Скорера. 

 
Колонна обсадных труб в криволинейной скважине работает как длинный неразрезной стержень. Она 

установлена на опоры-центраторы и повторяет сложный профиль скважины, вследствие чего получает 
большие деформации. Для их описания составлена система дифференциальных уравнений равновесия внут-
ренних и внешних сил и моментов, которая дополнена до замкнутого вида дифференциальным уравнением 
кривизны. Она является неоднородной, потому что учитывает собственный распределенный вес стержня. 
Предложены два пути решения задачи: по методу математической компрессии уравнений системы в ком-
плексное неоднородное дифференциальное уравнение или по методу проецирования уравнений равновесия 
сил на глобальную (вертикаль-горизонталь) и на локальную (касательная-нормаль) системы координат. 
Показано, что первый интеграл системы можно найти также из уравнений равновесия участка искрив-
ленного стержня конечной длины. Этот интеграл имеет вид неоднородного дифференциального уравнения 
второго порядка с переменными коэффициентами и является основным уравнением, которое описывает 
деформирование длинного упругого стержня под действием продольной и поперечной составляющих сил 
распределенного веса. Главным требованием технологии является установка колонны труб на центрирую-
щих опорах, целью которой является обеспечение соосности труб и стенок скважины и создание между 
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Вступ 
 
Технологія надійного та безпечного видо-

бування нафти і газу з великих глибин вимагає 
кріплення стінок свердловини колоною обсад-
них труб з обов’язковим цементуванням затруб-
ного простору. Сучасні методи похило скеро-
ваного та горизонтального буріння дозволяють 
досягати продуктивних пластів на глибині 4-7 км 
при довжині колони 7-10 км, у той час як  
діаметр сталевих труб складає лише 168-140 мм 
за товщини стінок 10-12 мм [1]. Типова конст-
рукція свердловини складається з ділянок: вер-
тикальної, похилої (з великим відхиленням від 
вертикальної) і горизонтальної, які сполучені 
перехідними викривленими ділянками. Зазви-
чай усі вони розташовані в одній площині [2]. 

У свердловині обсадну колону розміщують 
на центрувальних пристроях з метою забезпе-
чення співвісності труб і стінок свердловини та 
створення між ними цементного кільця однако-
вої товщини і міцності [3]. Щоб уникнути вели-
ких прогинів та контакту стінок труб і свердло-
вини на викривлених, похилій і горизонтальній 

ділянках відстань між центраторами становить 
10–20 м [4]. 

 
Аналіз сучасних досліджень і публікацій 

 
У роботі [3] розглянуто деформування об-

садних колон на центрувальних пристроях у 
похило-скерованих свердловинах. Проте для 
визначення прогинів труби на ділянках між 
опорами автори використали модель обпертого 
стрижня з двома вільними кінцями без враху-
вання поздовжньої складової сили ваги. На-
справді ділянки обсадних труб в опорних пере-
тинах зазнають взаємного деформаційно-сило-
вого впливу одна від одної. Тому розв’язання 
задачі вимагає застосування рівнянь сумісності 
кутів поворотів та рівноваги згинальних момен-
тів у суміжних перетинах ділянок стрижня. 

Робота [4] присвячена розв’язанню задачі 
визначення оптимальної відстані між пружно-
жорсткими центраторами обсадної колони у по-
хилій свердловині. Автори розглядали обсадну 
колону як довгий гнучкий стрижень на опорах і 
використали диференціальне рівняння його 

ними цементного кольца одинаковой толщины и прочности. Учет этого требования позволил линеаризиро-
вать основное уравнение. По его решению найдены выражения прогибов, угловых деформаций, внутренних 
изгибающих моментов и поперечных сил в стержне с произвольными расположением опор и граничными 
условиями в опорных сечениях. Решение основного дифференциального уравнения угловых деформаций длин-
ного стержня найдено в виде линейной комбинаци функций Эйри и Скорера и в виде трех линейно независи-
мых полиномиальных рядов в сумме с частным решением. Полученные выражения деформационных и сило-
вых параметров дают возможность рассчитать напряжения и деформации колонны труб при технологи-
ческом процессе крепления скважины произвольного профиля, что позволяет повысить надежность и дол-
говечность ее эксплуатации. 

Ключевые слова: криволинейная скважина; обсадная колонна; упругий стержень; деформации изгиба; 
функции Эйри; функции Скорера. 

 
In a curvilinear well, the casing functions as a long continuous rod. It is installed on the supports-centralizers 

and replicates the complex profile of the well, as a result of which it receives large deformations. To describe them, 
a system of differential equilibrium equations of internal and external forces and moments was composed, which 
was supplemented to a closed form with a differential equation of curvature. It is non-uniform, because it takes into 
account the own distributed weight of the rod. Two ways are proposed to solve the problem: by the method of 
mathematical compression of the system equations into a complex inhomogeneous differential equation or by 
projecting the equilibrium equations of forces on the global (vertical-horizontal) and on the local (tangent-normal) 
coordinate systems. It is shown that the first integral of the system can also be found from the equilibrium equations 
of a portion of a curved rod of finite length. This integral has the form of a second-order inhomogeneous differential 
equation with variable coefficients and is the main equation that describes the deformation of a long elastic rod 
under the action of the longitudinal and transverse components of the forces of distributed weight. The main 
requirement of the technology is the installation of a pipes column on the centering supports, the purpose of which 
is to ensure the coaxiality of the pipes and the borehole walls and the creation between them a cement ring of the 
same thickness and strength. Accounting for this requirement allowed us to linearize the main equation. Its solution 
is the clue to the formulas of deflections, angular slopes, internal bending moments and transverse forces in the rod 
with the arbitrary arrangement of supports and boundary conditions in their intersections. The solution of the main 
differential equation of angular deformations of a long bar is found in the form of a linear combination of Airy and 
Scorer’s functions and in the form of three linearly independent polynomial series in the sum with a partial solution. 
The obtained formulas of flexure and power parameters allow us to calculate stress and strain in the pipes column 
during the process of casing the borehole of an arbitrary profile which increases the reliability and durability of the 
well. 

Key words: curvilinear well, casing string, elastic rod, bending, Airy’s functions, Scorer’s functions. 
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прогинів. При цьому вони врахували нахилене 
розміщення стрижня до вертикалі. Отримані 
результати співпадають з відомим рішенням 
для довгої нерозрізної балки на опорах під дією 
розподіленої ваги. Проте автори не брали до 
уваги її повздовжну складову, яка розтягує ко-
лону, досягає великих значень у реальних свер-
дловинах та суттєво впливає на напружено-де-
формований стан обсадних труб. 

Відомі розв’язки [5,6] задачі великих де-
формацій довгого пружного стрижня, отримані 
без врахування його власної ваги. У роботі [7] 
розв’язання відповідної задачі з врахуванням 
рівномірно розподіленого навантаження про-
ведено за допомогою рядів для консольного 
стрижня з одним вільним кінцем лише для вер-
тикального і горизонтального розташування 
защемлення. За результатами цього на основі 
запропонованого автором принципу пружної 
подібності розв’язано задачу великих прогинів 
гнучкого горизонтального стрижня, вільно по-
кладеного на дві опори. 

Таким чином, невирішеною проблемою 
залишається знаходження загального розв’язку 
системи диференціальних рівнянь, які опису-
ють деформування довгого пружного стрижня 
під дією поздовжньої і поперечної складових 
сил власної ваги. 

 
Постановка задачі і мета роботи 

 
Колона обсадних труб працює як довгий 

нерозрізний стрижень, який обпирається на 
центратори як на шарнірні опори та отримує 
великі геометричні викривлення осі, повторю-
ючи криволінійну форму свердловини. Внаслі-
док цього у тілі труб виникає складний напру-
жено-деформований стан, спричинений їх зги-
ном та осьовим розтягом чи стиском, від якого 
залежать надійність та довговічність роботи об-
садної колони. При цьому внутрішні деформа-
ції металу не повинні виходити за межі пропор-
ційності та закону Гука. 

Як показав аналіз [8,9], система диференці-
альних рівнянь Кірхгофа, яка описує деформу-
вання просторово вигнутого стрижня, є одно-
рідною відносно його жорсткості на згин, тому 
усі силові чинники можна поділити на EJ  
(E – модуль пружності матеріалу; J – момент 
інерції попереччя). Отже, не втрачаючи загаль-
ності розв’язку, можна розглядати великі пру-
жні деформації довгого стрижня з одиничною 
жорсткістю на згин; при цьому згинальний мо-
мент чисельно дорівнює кривизні стрижня. 

Мета роботи – визначення виразів дефор-
маційних та силових параметрів, які описують 

напружено-деформований стан обсадної коло-
ни на невертикальних ділянках свердловини. 
Для її досягнення необхідно скласти та розв’я-
зати систему диференціальних рівнянь рівнова-
ги довгого пружного стрижня, який згинається 
під дією власної ваги в одній площині. Звідси 
потрібно отримати та дослідити інтеграл основ-
ного диференціального рівняння, який дозволяє 
отримати вирази прогинів, поворотів перетинів, 
внутрішніх згинальних моментів і поперечних 
сил у стрижні з довільними розміщенням опор і 
граничними умовами в опорних перетинах. 

 
Система рівнянь рівноваги 

 
Виберемо систему координат, звичну для 

проектування свердловин: вісь Z спрямована 
вертикально вниз, вісь X – у напрямку на епі-
центр продуктивного пласту. Згин стрижня від-
бувається у вертикальній площині X0Z. 

Розглянемо нескінченно малий дуговий 
елемент зігненого стрижня довжиною ds. На 
його початку дотична нахилена до вертикалі 
під зенітним кутом ϑ  та прикладені згиналь-
ний момент q і сили – повздовжня t, поперечна 
u (рис. 1). Тут збережені позначення кута нута-
ції ϑ  і кривизни q, запропоновані Л. Ейлером 
та використані Г. Кірхгофом. У кінцевому пе-
ретині, який отримав приріст зенітного кута 

ϑd , прикладені такі ж силові чинники, але з 
приростами відповідно dq, dt, du, які спрямова-
ні так, щоб зрівноважити початкові. Також на 
елемент діє розподілена вага стрижня j  ds. 

 
Рисунок 1 – Схема рівноваги елемента  

викривленого стрижня 



Механічна інженерія 
 

 28 ISSN 1993–9965 print  
ISSN 2415–3524 online 

Науковий вісник ІФНТУНГ 
2019.  № 1(46) 

 

Рівняння рівноваги проекцій сил на нормаль: 
cos)(sin +++−− ϑϑ dduudsju  

0sin)( =++ ϑϑ ddtt , 

ϑϑ
sinj

ds

d
t

ds

du =+ . 

Рівняння рівноваги проекцій сил на дотичну: 
cos)(cos −+++− ϑϑ ddttdsjt  

0sin)( =+− ϑdduu , 

ϑϑ
cosj

ds

d
u

ds

dt −=− . 

Рівняння рівноваги моментів кінцевих сил та 
моментів: 

−⋅++++− ϑϑ ddsdduudqqq coscos)()(  

0sincos)( =⋅+− ϑϑ ddsddtt , 

0=+ u
ds

dq
. 

Ця система трьох диференціальних рівнянь 
є незамкнутою, оскільки містить чотири невідо-
мі функції qtu ,,,ϑ . Для отримання однознач-
ного розв’язку її необхідно доповнити кінема-
тичним рівнянням Ейлера – рівнянням кривиз-
ни стрижня в одній площині: 

ρ
ϑϑ 1==′=

ds

d
q , 

де ρ – радіус кривизни; штрих позначає похідну 
по s. 

Отже, великі деформації довгого стрижня, 
зігненого в одній площині під дією власної ва-
ги, описуються неоднорідною системою з чо-
тирьох диференціальних рівнянь: 
 ϑϑ sinjtu =′⋅+′ , (1) 

 ϑϑ cosjut −=′⋅−′ , (2) 

 0=+′ uq , (3) 

 0=−′ qϑ . (4) 
 

Аналітичний розв’язок 
 
Отримана система містить дві частини. 

Перші два рівняння (1-2) явно залежать від 
змінної ϑ , тому з них можна виключити змін-
ну s та, розв’язавши систему, знайти функції u i 
t відносно змінної ϑ . Далі інтегруванням рів-
нянь (3-4) можна знайти залежність ϑ  від s. 

Для однорідної системи рівнянь (1-2) (без 
правих частин) виконуються умови Коші-Ріма-
на [10]. Тому можна здійснити їх математичну 
компресію, домноживши друге рівняння на 
уявну одиницю 1−=i  та додавши їх: 

=+′−′+=′−′+′+′ )()( tiuitiuuititu ϑϑϑ  

ZiZ ϑ′−′= , 
ϑϑϑ iejijij −=− cossin , 

де  tiuZ +=  – комплексна функція. 
Отримано комплексне неоднорідне дифе-

ренціальне рівняння: 

 ϑϑ iejiZiZ −=′−′ . (5) 

Однорідне рівняння 0=′−′ ZiZ ϑ  інтегру-
ється відокремленням змінних; у результаті йо-

го розв’язок ϑieCZ = . Неоднорідне рівняння 
(5) інтегруємо методом Лагранжа та послідовно 
отримаємо: 

ϑϑϑ ϑ iii eCqiZeCieCZ ′+=′+′=′ , 
ϑϑ ii ejieC −=′ ,   DsjiC +−= , 

ϑϑ ii esjieDZ −= . 
де С і D – комплексні сталі інтегрування. 

Розв’язуючи задачу Коші, початкові пара-
метри у перетині з координатою 0ss =  позна-
чимо індексом 0; тоді сталі інтегрування та за-
гальний розв’язок рівняння (5) такі: 

00
0 sjieZD i += − ϑ ,   )( 00

0 ssjieZC i −−= − ϑ , 

 ϑϑϑ ii essjieZZ )( 0
)(

0
0 −−= − . (6) 

Розкриємо дві комплексні функції правої 
частини (6): 

=−+−+=− ))sin()(cos()( 0000
)(

0
0 ϑϑϑϑϑϑ itiueZ i  

+−−−= )sin()cos( 0000 ϑϑϑϑ tu  

))sin()cos(( 0000 ϑϑϑϑ −+−+ uti ; 

)cos(sin)()( 00 ϑϑϑ issjessji i −−=−− . 
Розділенням дійсних і уявних частин комп-

лексної функції Z (6) отримано розв’язки сис-
теми рівнянь (1-2), виражені через функцію ϑ : 

 ϑϑϑϑ )sin()cos( 0000 tuu +−−−=  

 ϑsin)( 0ssj −+ , (7) 

 ϑϑϑϑ )sin()cos( 0000 utt −−+−=  

 ϑcos)() 0ssj −− . (8) 
 
Проекційний спосіб розв’язання 

 
У роботі [7] застосовано проекційний спо-

сіб перетворення системи рівнянь (1-2). Пропо-
нуємо коротший шлях розв’язання задачі. 

Проектуємо діючі сили на вертикаль Z.  
Рівняння (2), яке є проекцією сил на дотичну, 
домножимо на ϑcos ; рівняння (1), яке є проек-
цією сил на нормаль, домножимо на ϑsin−  і 
додамо їх: 
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 0coscoscos 2 =+′−′ ϑϑϑϑ jut , 

 0sinsinsin 2 =+′−′− ϑϑϑϑ jtu , 

 0)sin()cos( =+′−′ jut ϑϑ . (9) 
Проектуємо сили на горизонталь Х, для чо-

го рівняння (1) домножимо на ϑcos , рівняння 
(2) – на ϑsin  і додамо їх: 
 0cossincoscos =−′+′ ϑϑϑϑϑ jtu , 

 0sincossinsin =+′−′ ϑϑϑϑϑ jut , 

 0)cos()sin( =′+′ ϑϑ ut . (10) 
Зінтегруємо отримані диференціальні рів-

няння (9) і (10): 
 1sincos csjut =+− ϑϑ , (11) 

 2cossin cut =+ ϑϑ , (12) 
де с1 і с2 – сталі інтегрування. 

Тепер ці рівняння спроектуємо на дотичну, 
домноживши рівняння (11) на ϑcos , рівняння 
(12) – на ϑsin  і додавши їх: 
 ϑϑϑ cossincos 21 sjcct −+= . (13) 

Також спроектуємо отримані інтеграли на 
нормаль, домноживши рівняння (11) на ϑsin− , 
рівняння (12) – на ϑcos  і додавши їх: 
 ϑϑϑ sincossin 21 sjccu ++−= . (14) 

Для задачі Коші у перетині 0ss=  із систе-
ми (13-14) отримаємо: 

0000201 cossincos ϑϑϑ sjtcc +=+ , 

0000201 sincossin ϑϑϑ sjucc −=+− . 
З цієї системи знайдено сталі інтегрування: 

000001 sincos sjutc +−= ϑϑ , 

00002 cossin ϑϑ utc += . 
Підставивши їх у вирази (13-14), отримає-

мо розв’язок системи (1-2) у вигляді (7-8). 
 

Перші інтеграли 
 
Розглянемо скінчену ділянку стрижня, зі-

гненого в одній площині. У його перетині з ко-
ординатою s0, нахиленому до вертикалі під зе-
нітним кутом 0ϑ , діє згинальний момент q0. 
Проведемо тут локальну вісь z по дотичній, 
вздовж якої діє осьова сила t0, та вісь x по нор-
малі, вздовж якої діє поперечна сила u0 (рис. 2). 
Тоді у довільному перетині з координатою s, 
що нахилений до вертикалі під зенітним кутом 
ϑ , діють згинальний момент q, осьова сила t і 
поперечна сила u, спрямовані так, щоб зрівно-
важити початкові. 

 
Рисунок 2 – Схема рівноваги скінченної  

ділянки викривленої колони труб 
 
Для скінченої ділянки стрижня ],[ 0 ss  рів-

няння рівноваги проекцій сил на вісь z та на 
вісь x відповідно такі: 

+−−−+− )sin()cos( 000 ϑϑϑϑ utt  

0cos
0

0 =+ ∫
s

s

dsj ϑ , 

−−+−+− )sin()cos( 000 ϑϑϑϑ tuu  

0sin
0

0 =− ∫
s

s

dsj ϑ , 

звідки відразу отримуємо перші інтеграли сис-
теми диференціальних рівнянь (1-2): 

00000 cos)()sin()cos( ϑϑϑϑϑ ssjutt −+−−−= , 

00000 sin)()sin()cos( ϑϑϑϑϑ ssjtuu −−−+−= . 
Розв’зання цієї системи відносно функцій t 

і u дає розв’язок системи (1-2) у вигляді (7-8). 
Ще один перший інтеграл отримаємо з рів-

няння рівноваги моментів відносно поточного 
перетину s: 

+−++−− ∫
s

s

dsxjzuxtqq
0

)(cos 0000 ξϑ  

0)(sin
0

0 =−+ ∫
s

s

dszj ζϑ , 

+













−−++−− ∫

s

s

dsssxjzuxtqq
0

)(cos 00000 ξϑ  

0)(sin
0

00 =













−−+ ∫

s

s

dssszj ζϑ . 

У вибраній локальній системі координат 
dsdz )cos( 0ϑϑ −= , dsdx )sin( 0ϑϑ −= . Диферен-

ціюванням по s позбудемось інтегралів та отри-
маємо: 

( )+−⋅+−′+′+′−′ xxssxjzuxtq 1)(cos 0000 ϑ  

( ) 01)(sin 00 =−⋅+−′+ zzsszj ϑ , 

)cos()sin( 0000 +−+−−′ ϑϑϑϑ utq  

0sin)() 0 =−+ ϑssj . 
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Це ж рівняння можна отримати, підставивши 
розв’язок (7) у диференціальне рівняння (3). 

 
Основне диференціальне рівняння 

 
Основне диференціальне рівняння задачі 

отримується за рівнянням (3) вихідної системи, 
кінематичним рівнянням (4) та першим інтегра-
лом (7): 
 +−+−−′′ )cos()sin( 0000 ϑϑϑϑϑ ut  

 0sin)( 0 =−+ ϑssj . (15) 
Це диференціальне рівняння 2-го порядку 

зі змінними коефіцієнтами є нелінійним за ра-
хунок тригонометричних функцій та не інтег-
рується у квадратурах. Проте методику розв’я-
зання поставленої задачі можна побудувати на 
тому, що розв’язок рівняння (15) слід шукати 
не у вигляді функції зенітного кута ϑ , а у ви-
гляді функції його приросту )( 0ϑϑ −  на ділянці 
стрижня, якою є обсадна колона між опорами-
центраторами. 

Знайдемо вигляд рівняння (15) на ділянці 
стрижня між опорою у перетині s0 і другою 
опорою на відстані l  у напрямку зростання s 
(на рис. 2 не показана), через які проведено но-
ву локальну вісь zn (де n – номер розглянутої 
ділянки). На початку ділянки дотична до зігне-
ного стрижня повернута відносно нової осі на 
кут 00<θ , тому зенітний кут нахилу нової осі 

zn до вертикалі 00 θϑϑ −=n . Цей же кут nϑ  – це 
кут нахилу ще недеформованого прямолінійно-
го стрижня на n-ій ділянці між двома опорами. 

Деформації згину стрижня відбуваються 
під дією власної ваги та дії згинальних момен-
тів з боку двох суміжних ділянок, які теж дефо-
рмуються. Після цього кожний перетин стриж-
ня отримує поворот на кут θ відносно локаль-
ної осі zn, а дотична в ньому займає свій кут 
нахилу ϑ  відносно вертикалі. Отже: 

θϑϑ += n , 00 θϑϑ += n , 00 θθϑϑ −=− . Під-
ставивши ці кути у (15), отримаємо основне 
диференціальне рівняння деформацій гнучкого 
стрижня під дією власної ваги на ділянці між 
двома довільно розміщеними опорами: 
 +−+−−′′ )cos()sin( 0000 θθθθθ ut  

 0)sin()( 0 =+−+ θϑnssj , (16) 
де θ – кут між дотичною у перетині стрижня та 
віссю, що з’єднує дві шарнірні опори, на які він 
обпирається. 

Оцінимо величини тригонометричних фу-
нкцій у рівнянні (16), яких вони набувають у 
реальних свердловинах. На ділянці між двома 
центраторами на відстані не більше 20 м колона 

труб завдяки своїй жорсткості може вигинатись 
лише за достатньо пологою кривою, яку у пер-
шому наближенні можна вважати дугою кола. 
Тому на викривленій ділянці кут нахилу дотич-
ної до осі опор змінюється у межах lθθθ ≤≤0 , 

де 0>lθ  – кут нахилу дотичної на другій опорі 

( 0θθ ≈l ), а приріст цього кута змінюється у 

межах 00 2)(0 θθθ ≤−≤ . 

У практиці спорудження найбільш викрив-
лених ділянок свердловин за вимогою міцності 
при згині та попередження зминання труб не 
допускаються радіуси кривизни, менші 160 м, а 
за вимогою обмеження прогинів труб та забез-
печення необхідного зазору між ними і стінка-
ми свердловини не допускаються відстані між 
центраторами, більші за 20 м. В таких умовах 
кут θ змінюється у межах 0,063±  радіан 
( 3 ,6± ° ). Тому можна прийняти значення функ-
цій cos 1θ =  з похибкою розрахунку 0,20%±  та 
sinθ θ=  з похибкою 0,065%± , а функції від 

приросту кута 0cos( ) 1θ θ− =  з похибкою, мен-

шою за 0,78 %, та 0 0sin( ) ( )θ θ θ θ− = −  з похиб-
кою, меншою за 0,26 %. 

Отже, враховуючи вимоги технології вста-
новлення обсадної колони на невертикальних і 
викривлених ділянках свердловини, можна з 
достатньою точністю лінеаризувати основне 
диференціальне рівняння деформацій стрижня 
між двома опорами під дією власної ваги: 

)( 000 ++−−′′ ut θθθ  

0)cos(sin)( 0 =+−+ nnssj ϑθϑ , 

де nϑ  – зенітний кут нахилу осі опор. 
 

Застосування функцій Ейрі та Скорера 
 
Розглянемо задачу Коші, у якій початкові 

параметри задано на другій опорі; тоді ls =0 , а 
параметри позначено індексом l : 

0)cos(sin)()( =+−++−−′′ nnlll lsjut ϑθϑθθθ , 

))(cos( ln tslj θϑθ =+−−′′  

)()(sin llln tuslj θϑ +−−= . 

Змінимо напрямок відліку координати: 

sls −=* , уведемо позначення: nn ja ϑcos3 = , 

nn jb ϑsin3 = , а останнє рівняння запишемо так: 

)()( *
33

*
32

*
2

lllnnln tusbatsadsd θθθ +−=+− . 
Введемо нову змінну  

 )( 3
* nln atsa +=ς , (17) 
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тоді nnl aats )( 2
* −= ς , nadsd =*ς , а рівнян-

ня набуде вигляду: 

3*
2

2

2
2

n

l
nnn a

t
saa

d

d
a θ

ς
θ =








+−  

)(2

3

lll
n

l

n

n tu
a

t

a

b θςθ +−







−= , 

223

3

3

3

2

2

n

lll

n

l

n

n

n

n

a

tu

a

t

a

b

a

b

d

d θςθς
ς
θ +−−=− . 

Оскільки 33tg nnn ab=ϑ , увівши константу 

 2

)tg(

n

nlll
l

a

tu ϑθυ ++
= , (18) 

отримаємо основне диференціальне рівняння 
деформацій гнучкого стрижня між двома дові-
льно розміщеними опорами під дією власної 
ваги у вигляді 

 ln υϑςθςθ −=− tg&& , (19) 

де ςθθ dd=&  – похідна за новою змінною. 
Це є лінійне неоднорідне диференціальне 

рівняння 2-го порядку зі змінними коефіцієнта-

ми. Однорідне рівняння θςθ =&&  називають рів-
нянням Ейрі; його розв’язком є лінійна комбі-
нація функцій Ейрі [11]: 
 )(Bi)(Ai)( 21 ςςςθ CC +=° , (20) 
де C1 і C2 – сталі інтегрування. 

Функції Ейрі [11] можна представити не-
власними інтегралами за параметром: 

 ∫
∞

− +=
0

31 )3cos()(Ai φφφςπς d , (21) 

( )∫
∞

− −++=
0

331 )3exp()3sin()(Bi φφφςφφςπς d . 

Зі збільшенням додатних значень ς  функ-
ції Ейрі монотонно змінюються за експоненці-
альним законом: )(Ai ς  спадає, )(Bi ς  зростає. 
У задачі опускання обсадних труб у викривле-
ну свердловину згідно з (17) цьому відповідає 
додатна сила розтягу колони, яка зростає знизу 
вгору. 

Для від’ємних значень ς  обидві функції 
Ейрі мають періодичний коливальний характер. 
При просуванні по горизонтальній чи близьких 
до горизонтальної ділянках свердловини коло-
на труб зазнає поздовжнього стиску внаслідок 
сил тертя, що створює у її тілі від’ємну осьову 
силу t. Відповідний характер будуть мати і де-
формації колони труб, що узгоджується з три-
гонометричним розв’язком задачі Ейлера про 
поздовжній згин стрижня. 

Один із частинних розв’язків неоднорідно-
го рівняння (19) очевидний: 
 nϑθ tg** −= . (22) 

Другий частинний розв’язок повинен за-
безпечити константу lυ−  у правій частині рів-
няння (19). Спочатку розглянемо випадок, коли 
на ділянці стрижня діє додатна сила розтягу 

0>lt . Тоді 0>lυ  згідно з (18). За методом 
Лагранжа сталі інтегрування: 

1

0

1 )(Bi cdC l += ∫
ς

σσυπ , 

2

0

2 )(Ai cdC l +−= ∫
ς

σσυπ . 

Їх підстановка у (20) дає загальний розв’я-
зок рівняння (19) у вигляді 

+−+= ncc ϑςςςθ tg)(Bi)(Ai)( 21  














−+ ∫∫

ςς

σσςσσςυπ
00

)(Ai)(Bi)(Bi)(Ai ddl . 

Останній доданок є другим частинним 
розв’язком; його можна виразити функцією 
Скорера [11]: 

 +=+= ∫
∞

− )(Bi
3

1
)3sin()(Gi

0

31 ςφφφςπς d  

 












−+ ∫∫

ςς

σσςσσς
00

)(Ai)(Bi)(Bi)(Ai dd . (23) 

Це дає такий вигляд загального розв’язку 

nlcc ϑςυπςςςθ tg)(Gi)(Bi)(Ai)( *
21 −++= . (24) 

де 32
*
2 lcc υπ−= . 
Тепер розглянемо випадок, коли на ділянці 

стрижня діє від’ємна сила стиску 0<lt . Тоді 

0<lυ  згідно з (18), права частина (19) містить 

додатну константу lυ , а сталі інтегрування і 

загальний розв’язок мають вигляд: 

1

0

1 )(Bi cdC l +−= ∫
ς

σσυπ , 

2

0

2 )(Ai cdC l += ∫
ς

σσυπ , 

+−+= ncc ϑςςςθ tg)(Bi)(Ai)( 21  














−+ ∫∫

ςς

σσςσσςυπ
00

)(Bi)(Ai)(Ai)(Bi ddl . 

Тут останній доданок можна виразити че-
рез іншу функцію Скорера [11]: 
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 +=−= ∫
∞

− )(Bi
3

2
)3exp()(Hi

0

31 ςφφφςπς d  

 












−+ ∫∫

ςς

σσςσσς
00

)(Bi)(Ai)(Ai)(Bi dd . (25) 

Це дає такий вигляд загального розв’язку: 

nlcc ϑςυπςςςθ tg)(Hi)(Bi)(Ai)( *
21 −++= . (26) 

де 322
*
2 lcc υπ−= . 

Основне рівняння (15) та отримане з нього 
рівняння (19) є першим інтегралом вихідної 
системи (1-4), тому константа lυ  (18) є сталою 
інтегрування і може визначатись з граничних 
умов задачі. 

Як бачимо з (21), (23) і (25), зв’язок між 
функціями Ейрі і Скорера: )(Hi)(Gi)(Bi ςςς +=  
[11], вказує на можливість шукати загальний 
розв’язок основного диференціального рівнян-
ня (19) у вигляді лінійної комбінації трьох лі-
нійно незалежних функцій: 

nccc ϑςςςςθ tg)(Hi)(Gi)(Ai)( 321 −++= , (27) 
де с1, с2 і с3 – сталі інтегрування, які підлягають 
визначенню за граничними умовами. 

Звідси поперечні зміщення x стрижня між 
опорами, внутрішні згинальні моменти q і по-
перечні сили u відповідно такі: 

( ∫∫∫ +−=−== −− ςςθθ dcadadsx nn Ai1
11  

)432 tgHiGi cdcdc n +−++ ∫∫ ϑςςς , 

θθ &aq n −=−=′=  

( ))(iH)(iG)(iA 321 ςςς &&& cccan ++−= , 

&qaqu n −==′−=  

( ))(iH)(iG)(iA 321
2 ςςς &&&&&& cccan ++−= , 

де ςdads n
1−−=  згідно з (17). 

Функція Ai є розв’язком однорідного рів-
няння Ейрі, функції Gi та Hi – розв’язками від-
повідних неоднорідних рівнянь Ейрі [11], тому 

)(Ai)(iA ςςς =&& , 
1)(Gi)(iG −−= πςςς&& ,   1)(Hi)(iH −+= πςςς&& , 

( 21
2 )(Gi)(Ai( ++−= ςςς cccau n  

)1
323 )())(Hi −−−+ πς ccc . 

Виходячи з розв’язків у вигляді (24), (26) і 

(27), отримаємо: ( )lnnau υςϑθ −+−= )tg(2 . 

Координати опор при 0=s  та ls =  відпо-

відно 2
0 nln atla +=ς  та 2

nll at=ς . Дві гранич-
ні умови – це відсутність прогинів на опорах: 

0)( 0 =ςx , 0)( =lx ς . Ще дві граничні умови – 

це рівняння сумісності кутів поворотів та рівно-
ваги згинальних моментів в опорних перерізах 
з двох боків суміжних ділянок стрижня. На ві-
льному кінці колони труб 0)( =lq ς . 

 
Застосування рядів 

 
Однорідному рівнянню Ейрі задовільняють 

два лінійно незалежні ряди [11]: 

 ...
!12

1074

!9

74

!6

4

!3
1 1296

3

+⋅⋅+⋅+++= ςςςςθA , (28) 

 
!10

852

!7

52

!4

2 1074 +⋅⋅+⋅++= ςςςςθB … . (29) 

Можна показати, що неоднорідному рів-

нянню 1=− θςθ&&  задовольняє ряд: 

 
!11

963

!8

63

!5

3

!2
1185

2

* +⋅⋅+⋅++= ςςςςθ … . (30) 

Загальним розв’язком основного диферен-
ціального рівняння (19) є лінійна комбінація 
трьох лінійно незалежних рядів (28-30) і час-
тинний розв’язок (22): 

nBA ccc ϑθθθθ tg*321 −++= . 
Звідси прогини x стрижня, внутрішні зги-

нальні моменти q і поперечні сили u відповідно 
такі: 

( 21
1 dcdcax BAn ++−= ∫∫

− ςθςθ  

)4*3 tg cdc n +−+ ∫ ϑςςθ . 

( )*321 θθθ &&& cccaq BAn ++−= . 

( )BAn cccau θθθ =++−= *321
2 &&&&&&  

( )lnna υςϑθ −+−= )tg(2 . 

Cталі інтегрування с1, с2, lc υ−=3  і с4 слід 
визначати за граничними умовами. 

 
Практичне застосування результатів 
 
Отримані вирази дають змогу забезпечити 

технологічні умови процесу встановлення коло-
ни обсадних труб у свердловині. Зокрема, за 
рівнянням поперечних зміщень можна визначи-
ти максимальний прогин maxx  посередині діля-

нки труби і встановити допустиму відстань maxl  
між центраторами для його зменшення. За зна-
ченнями згинальних моментів q посередині ді-
лянки і в опорних перетинах можна розрахува-
ти максимальні напруження maxσ  згину труби: 

2maxmax dEq=σ . 
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Висновки 
 
Великі деформації довгого пружного 

стрижня, викривленого в одній площині під 
дією власної ваги, описуються неоднорідною 
системою чотирьох диференціальних рівнянь. 
Врахування вимог технології встановлення ко-
лони обсадних труб на центрувальних опорах у 
невертикальних і викривлених свердловинах 
дозволяє лінеаризувати перший інтеграл систе-
ми та звести його до неоднорідного диференці-
ального рівняння другого порядку зі змінними 
коефіцієнтами. Його розв’язком є комбінація 
функцій Ейрі та Скорера або трьох лінійно не-
залежних поліноміальних рядів у сумі з час-
тинним розв’язком. 

Розвиток розглянутої задачі полягає у мо-
делюванні обсадної колони у реальній свердло-
вині за допомогою системи рівнянь сумісності 
деформацій та рівноваги моментів в опорних 
перерізах кожного центратора по всій довжині 
колони, що можна здійснити за допомогою 
комп’ютерного програмування. 

Одержані рівняння деформаційних і сило-
вих параметрів дають змогу розрахувати на-
пружено-деформований стан труб обсадної ко-
лони під час технологічного процесу кріплення 
свердловини складного профілю, що дозволяє 
підвищити надійність і довговічність її експлу-
атації. 
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