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Удосконалено двовимірний напіваналітичний метод скінченних елементів з метою проведення аналізу 
поширення ультразвукових спрямованих хвиль у стінці магістральних трубопроводів в напрямку твірної 
труби. Представлено математичну модель, що базується на модальному підході опису коливань пружного 
середовища. Математичну модель представлено у вигляді характеристичного рівняння, яке обчислюється 
методом скінченних елементів. Подаються результати розрахунку та розподіл поля зміщень окремих мод. 
Для порівняння результатів розрахунку використано дисперсні криві хвильового числа мод Лемба та дов-
жини хвилі, розраховані на основі відомих рівнянь. Із проведеного аналізу досліджень встановлено, що ме-
тоди напіваналітичного розрахунку параметрів поширення акустичних спрямованих хвиль мають  такі 
обмеження, як ресурсоємність, складність алгоритмів та інтерпретації результатів. Запропонований ме-
тод дозволяє проводити аналіз поширення спрямованої хвилі в тривимірному просторі шляхом аналізу по-
перечного перерізу хвилеводу, що значно зменшує час проведення обчислень. В результаті проведення обчис-
лень виявлено: а) при застосуванні періодичних граничних умов можна зменшувати кількість скінченних 
елементів, що моделює поперечний переріз хвилеводу, до кількох елементів без втрати точності обчислень; 
б) зі зменшенням розміру скінченного елемента точність пошуку коренів задачі власних значень зростає, 
проте початок їх пошуку зміщується до більших значень хвильового числа. Введене поняття критерій 
практичної придатності моди дозволяє спростити аналіз результатів розрахунку параметрів поширення 
мод спрямованих хвиль. 

Ключові слова: вектор зміщень, хвилевід, критерій хвильового поля, власні значення, тензор жорсткос-
ті, ступінь збуджуваності моди 

 
Усовершенствован двухмерный полуаналитический метод конечных элементов с целью проведения 

анализа распространения ультразвуковых направленных волн в стенке магистральных трубопроводов вдоль 
образующей трубы. Представлена математическая модель, базирующаяся на модальном подходе описания 
колебаний упругой среды. Математическая модель представлена в виде характеристического уравнения, 
которое вычисляется методом конечных элементов. Представлены результаты расчета и распределение 
поля смещений отдельных мод. Для сравнения результатов расчета использованы дисперсные кривые вол-
нового числа мод Лэмба и длины волны, рассчитанные на основе известных уравнений. Из проведенного 
анализа исследований установлено, что методы полуаналитического расчета параметров распростране-
ния акустических направленных волн имеют такие ограничения, как ресурсоемкость, сложность алгорит-
мов и интерпретации результатов. Предложенный метод позволяет проводить анализ распространения 
направленной волны в трехмерном пространстве путем анализа поперечного сечения волновода, что зна-
чительно сокращает время расчета. В результате проведения вычислений выявлено: а) при применении 
периодических граничных условий можно уменьшать количество конечных элементов, моделирующих попе-
речное сечение волновода, до нескольких элементов без потери точности вычислений б) с уменьшением 
размера конечного элемента точность поиска корней задачи собственных значений возрастает, однако 
начало их поиска смещается к большим значениям волнового числа. Введено понятие критерий практиче-
ской пригодности моды позволяет упростить анализ результатов расчета параметров распространения 
мод направленных волн. 

Ключевые слова: вектор смещений, волновод, критерий волнового поля, собственные значения, тензор 
жесткости, степень возбудимости моды 

 
Two-dimensional semi-analytical method of finite elements has been improved which is aimed at the possibility 

of conducting the analysis of guided ultrasonic waves propagation within the wall of the main pipelines in the direc-
tion of generating tube. The mathematical model based on a modal approach describing the vibrations of an elastic 
medium. The mathematical model was presented in the form of the characteristic equation which is calculated by 
the finite element method. The results of calculation and distribution of displacement field of individual modes was 
presented. To compare the results of the calculation the dispersion curves of wavenumber and wavelength of Lamb 
modes were presented, that had been computed on the base on the well-known equations. As follows from the con-
ducted analysis of the research it was determined that the methods of semi-analytical calculations of the acoustic 
guided waves parameters have such restrictions as long time of computation, complexity of algorithms and interpre-
tation of results. The proposed method can analyse the distribution of guided waves in three-dimensional space by 
analysing the cross-section of the waveguide, which significantly reduces the computer resources for calculation. As 
a result of calculations it has been revealed that: a) the application of periodic boundary conditions can reduce the 
number of finite elements simulating the wavelength cross-section to some elements without loosing the accuracy of 
calculations, b) with decreasing the size of the finite element the accuracy of problem in order to find the roots of 
the eigenvalues increases, however the beginning their search is shifted to larger values of wave number. Intro-
duced notion of a criterion of mode practical usefulness simplifies the results analysis of parameters calculation for 
guided waves modes propagation. 

Key words: vector displacement, waveguide, the wave field criterion, eigenvalues, tensor rigidity, degree 
excitability of mode 
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Вступ 
Застосування ультразвукових спрямованих 

хвиль (УСХ) для неруйнівного контролю набу-
ває все більшого поширення. Основною причи-
ною такого зацікавлення науковців досліджен-
нями УСХ є властивість останніх поширюва-
тись на значно більші відстані, ніж поширю-
ються об'ємні хвилі та давати значний луно-
імпульс при взаємодії з дефектами. Важливим є 
також і те, що чутливість УСХ при взаємодії  з 
дефектами є практично однаковою, не залежить 
від розміщення його по товщині стінки труби, 
оскільки хвильове збурення від спрямованої 
хвилі покриває всю товщині середовища поши-
рення. 

На даний час відомо декілька математич-
них моделей, що описують поширення УСХ в 
пружному середовищі [1]. Для найбільш прос-
тих форм хвилеводу (пластина, циліндр) із од-
норідними чи композитними властивостями 
хвилеводу та ізотропними властивостями пру-
жного середовища застосовуються числові ме-
тоди розв'язання трансцендентних рівнянь [2, 
3]. Алгоритм розв'язання таких рівнянь має не-
доліки, пов'язані із тим, що відношення амплі-
туд об'ємних хвиль при певному куті їх поши-
рення є великим, і має місце вихід значень чи-
сел за максимально допустимий діапазон (сте-
пінь чисел перевищує 200), в результаті чого 
алгоритм завершує пошук коренів [4].   Більш 
загальні рівняння опису поширення УСХ мож-
на отримати шляхом математичного опису 
процесу суперпозиції об'ємних хвиль (поздов-
жньої та поперечної), наприклад, метод переда-
вальних матриць або метод матриць імпедансу 
поверхні [5, 6, 7]. Ці методи орієнтовані на ба-
гатошарові середовища із в'язкопружними та 
анізотропними властивостями, проте недоліка-
ми їх є недосконалі процедури пошуку кореня в 
комплексній площині, які можуть пропускати 
окремі розв'язки [1]. Другим недоліком вказа-
них методів є складність дослідження поши-
рення УСХ у хвилеводах із складною формою. 
Для вирішення вказаних недоліків було розро-
блено новий напіваналітичний метод скінчен-
них елементів (НАМСЕ) [8]. Цей метод вико-
ристовує існуючі алгоритми пошуку власних 
значень, які реалізовані в переважній більшості 
існуючих програмних пакетів скінченно-еле-
ментного аналізу, для модальних розрахунків. 
Головною перевагою НАМСЕ є те, що для ньо-
го необхідно аналізувати тільки переріз хвиле-
воду (площину, перпендикулярну напрямку по-
ширення спрямованих хвиль). Це дозволяє зна-
чно зменшити кількість скінченних елементів у 
порівнянні із розбиттям повного об'єму хвиле-
воду цими елементами. Як результат застосу-
вання алгоритмів модального аналізу необхідно 
задати умову, що хвилі є гармонічними. Розви-
ток НАМСЕ відбувався останні три десятиліт-
тя. За цей час було виокремлено два основні 
напрямки досліджень. Першим напрямком є 
дослідження пластин з однаковою товщиною. 
При цьому НАМСЕ використовував одновимі-
рні скінченні елементи, розміщені нормально 
до товщини хвилеводу. Точність розрахунку 

хвильового поля (переміщень та напружень) 
залежить від кількості елементів. Одним із пе-
рших досліджень цим методом був аналіз пе-
реміщень у багатошаровому хвилеводі [8]. Ха-
рактеристичним рівнянням опису поширення 
УСХ було модальне рівняння в частотній обла-
сті. Пізніші дослідження довели можливість 
пошуку комплексних хвильових чисел для дис-
персних кривих УСХ із застосуванням модаль-
ного підходу [9]. Подібні дослідження були 
здійснені для побудови дисперсних рівнянь для 
поширення УСХ в анізотропних шаруватих ма-
теріалах і базувалась на рівняннях деформацій 
у площині [10]. Дослідження поширення УСХ в 
шаруватих круглих циліндричних оболонках 
при фіксованому напрямку поширення хвиль 
було здійснено також для одновимірних скін-
ченних елементів [11]. В цій роботі було вико-
ристано повне поле деформацій для циліндра і 
характеристичне рівняння було побудоване для 
одновимірного випадку. Також для досліджен-
ня відбиття УСХ від границь розділу середо-
вищ було використано цей метод при фіксова-
них значеннях хвильового числа і вирішенням 
характеристичного рівняння у частотному діа-
пазоні [12]. Було визначено критерії збіжності 
результатів обчислень. Поширення УСХ та за-
гасання амплітуди було також здійснено для 
шаруватих хвилеводів з використанням одно-
вимірних скінченних елементів [13]. Другим 
напрямком є дослідження хвилеводів із довіль-
ною формою поперечного перерізу [1]. Цей на-
прямок відомий як двовимірний НАМСЕ. В 
цьому методі аналізується поперечний переріз 
хвилеводу, який є перпендикулярним до на-
прямку поширення УСХ. Вперше цей метод 
було запропоновано для хвилеводів трикутної 
форми [14]. Використання скінченних елемен-
тів у двовимірному просторі для аналізу поши-
рення УСХу хвилеводах із пружного матеріалу 
тонкостінної форми та рейок залізниці, плас-
тин, стрижнів [15-20]. В кожному цьому дослі-
дженні скінченні елементи на площині викори-
стовувалися для опису поля зміщень в тривимі-
рному просторі хвиль, що поширювались нор-
мально до площини. Моделювання поширення 
УСХ у хвилеводі двовимірним НАМСЕ, при-
чому його форма вважалася нескінченно широ-
кою, запропоновано в праці [1]. Результати 
розрахунку цим методом можна прирівнювати 
до відомих методів, що базуються на застосу-
ванні числового розв'язку трансцендентних рі-
внянь. Недоліком методу є те, що його областю 
застосування є тонкостінні хвилеводи.  Іншим 
типом дослідження двовимірного НАМСЕ є 
моделювання хвилеводу як періодичної струк-
тури із періодом довжиною в один скінченний 
елемент із періодичними граничними умовами 
[21].  Цей метод може застосовуватись для хви-
леводів будь-якої форми поперечного перерізу 
та форми твірної хвилеводу.  Для шаруватих та 
композитних матеріалів хвилеводу дисперсні 
рівняння були обчислені спеціальними скін-
ченними елементами [22, 23]. Застосування 
двовимірного НАМСЕ для труб було модифі-
ковано таким чином, щоб зменшити кількість 
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скінченних елементів [24, 25, 26]. В цьому під-
ході запропоновано спосіб моделювання попе-
речного перерізу хвилеводу круглої форми як 
періодичної структури в площині перерізу з 
використанням циклічної симетрії, що реалізо-
вана в більшості пакетів скінченних елементів. 
Обмеженням для застосування методу є те, що 
він може описувати дисперсні властивості тіль-
ки кільцевих спрямованих хвиль, які поширю-
ються по периметру труби. 

Із представленого аналізу можна побачити, 
що НАМСЕ можна застосовувати для аналізу 
поширення УСХ в пружних хвилеводах, зокре-
ма стінках трубопроводів. Проте в даних дослі-
дженнях відсутні моделі, які стосуються магіс-
тральних трубопроводів великих діаметрів та 
товщин стінок, що дорівнюють кільком довжи-
нам хвиль. Обмеженнями існуючих методів є 
нестабільність алгоритмів при великих значен-
нях відношення амплітуд об'ємних хвиль, що 
утворюють спрямовану хвилю. Метою даного 
дослідження є удосконалення двовимірного 
НАМСЕ для можливості проведення аналізу 
поширення УСХ в стінці магістральних трубо-
проводів у напрямку твірної труби. 

 
Математична модель поширення ультра-

звукових спрямованих хвиль побудована  
на основі двовимірного напіваналітичного 
методу скінченних елементів 

Для опису поля переміщень елементарного 
об'єму пружного середовища хвилеводу із од-
наковою товщиною від збурення УСХ най-
більш зручним підходом є опис поля деформа-
цій [8]. Такий підхід можна також застосовува-
ти і для горизонтально-поляризованих спрямо-
ваних хвиль [1]. Для опису поширення УСХ 
розглянемо тривимірний простір (рис. 1).  

 
Рисунок1 – Схема розрахунку  

поперечного перерізу стінки труби 
 
Оскільки УСХ поширюється в напрямку 

осі Ox3, то поле зміщень пружного середовища 
від гармонічних коливань хвилі буде таким [1]: 
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де x1, x2, x3 – декартові координати; 
t – час;  
ur – компоненти вектора поля зміщень еле-

ментарного об'єму пружного середовища;  
Ur – амплітуда зміщень елементарного об'-

єму пружного середовища від гармонічних ко-
ливань УСХ;  

k – хвильове число;  
ω – частота;  
r – індекс, який приймає значення 1, 2, 3;  
i – позначення уявної частини комплексно-

го числа. 
Аналіз поширення УСХ здійснюється у 

площині Ox1Ox2. Градієнти поля зміщень еле-
ментарного об'єму будуть такими [1]: 
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Рівняння Ейлера для математичного опису 
коливань елементарного об'єму пружного сере-
довища, записаного на основі базових законів 
механіки щодо збереження маси та моменту, 
буде таким [25]: 
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де Trk – компоненти тензору напружень; 
ρ – густина; 
t – час. 
Закон Гука, записаний у тензорній формі, 

матиме такий вигляд [27]: 
,SСT jlrkjlrk =                           (4) 

де Crkjl – компоненти тензору жорсткості чет-
вертого порядку; 

Sjl – компоненти тензору деформацій. 
Рівняння руху в пружному середовищі, за-

писане в диференційному виглядів частотній 
області з врахуванням (3) та (4), буде таким: 
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Властивості тензора жорсткості можна ви-
значити із рівнянь закону Гука, записаного у 
тензорній формі [27]: 
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де Fr – компоненти вектору сили, що прикла-
дена до площини Ak. 

Тензор деформацій можна записати в ін-
шій формі [1]: 

,n
x

u
S k

l

j
jl ∂

∂
=                         (7) 

де nk – компоненти вектора n,  
n – вектор нормалі до площини Ak. 
За своїм визначенням тензор деформацій S 

є симетричним, що означає, що в нього замість 
дев'яти незалежних компонентів є тільки шість, 
три діагональні та три недіагональні [27]. Си-
метрія тензору також означає, що можна в 
будь-якій точці простору підібрати таку систе-
му координат, де б цей тензор має тільки три 
ненульові діагональні компоненти. Це означає, 
що такий тензор описуватиме тільки розтяг–
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стиск в напрямку координатних осей. Тензор, 
що складається тільки із діагональних елемен-
тів, має таку властивість, що сума його елемен-
тів (функція trace (S) = S11 + S22 + S33 ) є інварі-
антом від зміни системи координат. 

Розглянемо властивості тензору напружень 
T на прикладі елементарного об'єму пружного 
середовища, на яке падає ультразвукова хвиля. 
В цьому випадку на поверхні уявного куба 
утворюються напруження, пропорційні зусил-
лям до площі поверхні грані. Такі зусилля по-
винні бути скомпенсованими, оскільки в іншо-
му випадку розглядуваний об'єм пружного се-
редовища отримував би прискорення. Скомпе-
нсовані зусилля виникають на протилежній 
грані розглядуваного об'єму пружного середо-
вища. Це означає, що тензор деформацій є си-
метричним із шістьма незалежними компонен-
тами. 

Властивості симетрії тензорів деформацій 
та напружень зумовлюють таку симетрію тен-
зору жорсткості [27]: 

.CCCCС jlrkkrljrkljkrjlrkjl ====          (8) 
Перепишемо (5) у такий спосіб: 
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На основі (2) та (8) рівняння (9) запишемо 
у такій формі [1]: 
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де 




≠
=

=δ
jr0,

jr,
rj

1
– функція Кронекера. 

На основі (2), (6) та (7) запишемо напру-
ження на гранях елементарного об'єму пружно-
го середовища [1]: 

( )
.2,1,;3,2,1,

,

,3,2,1,,,,

3

==∀

+
∂
∂

=

=∀
∂
∂

=

lkjr

nkuiСn
x

u
СT

ljkrn
x

u
СT

kjrkjk
l

j
rkjlrk

k
l

j
rkjlrk

(11) 

У пакеті програмного забезпечення, що ре-
алізує метод скінченних елементів, задача по-
шуку власних значень записується у такій фор-
мі [28]: 
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де ea – маса пружного середовища; 
da – матриця демпфувальних коефіцієнтів; 
α – матриця конвективного консервативно-

го потоку; 
γ – джерело консервативного потоку; 
β – матриця конвективних коефіцієнтів; 
a – матриця адсорбування; 
λ – власні значення. 
Прирівняємо до нуля ea,F та γ. За відсутно-

сті доданка із ea матриця da відіграватиме роль 
матриці маси. Рівняння (12) можна записати у 
такій формі: 

( ) .0=+∇⋅+−∇−⋅∇+λ auuβαuuСuda (13) 
Рівняння (13) можна подати у формі тензо-

рів відповідно до (10) так [1]: 
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В пакеті скінченних елементів загальна 
форма граничних умов Неймана є такою [28]: 

( ) ,µgquγαuuСn −=+−+∇⋅          (15) 
де q – матриця адсорбування; 

g – вектор джерела збурень; 
µ – вектор Лагранжевих множників; 
n – вектор нормалі до границь розділу до-

сліджуваного об'єкта. 
Матриця адсорбування q та вектор джере-

ла збурень g є визначеними тільки на границях 
досліджуваного об'єкту. 

Прирівняємо до нуля такі компоненти (15), 
як g, µ та γ. Таким чином, (15) можна подати у 
формі [1] 
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      (16) 

Задача пошуку власних значень (10) є ква-
дратним рівнянням. Для його лінеаризації не-
обхідно ввести вектор V такий, щоб [1]: 

,k UMVM ×=×                    (17) 
де M  – довільна діагональна квадратна мат-
риця; 

k – власні значення. 
Рівняння (17) можна записати (10) у формі 

(14) та (16). Для цього необхідно визначити 
компоненти вектору зміщень пружного середо-
вища [1]: 

{ } .v,v,v,u,u,u T
321321=u           (18) 

Члени рівняння (13) матимуть такий ви-
гляд [1]: 
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де нуль – нульові матриці відповідного розміру,  
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Перехід від тензору C 4-го порядку до ма-
триці розміром 6x6 можна здійснити за схемою 
(табл. 1) [27]. 

Таблиця 1 – Конвертування  
між тензором жорсткості четвертого порядку  

та матричним поданням 

Коефіцієнти  
матриці,   i, j 

Індекси тензора, 
rk, jl 

1 11 
2 22 
3 33 
4 23 = 32 
5 31 = 13 
6 12 = 21 

 
За допомогою (19) можна проводити три-

вимірний аналіз поширення УСХ в пружному 
хвилеводі за результатами розрахунку задачі 
власних значень площини перерізу, що розта-
шована перпендикулярно до напрямку поши-
рення хвиль. 

 
Граничні умови 
При аналізі стінки трубопроводу верхня і 

нижня границі розділу фаз стінка – навколишнє 
середовище є вільною для переміщень. В цьому 

випадку необхідно задати граничні умови за 
допомогою рівняння Неймана [1]: 

( ) .0=+∇⋅ αuuСn                  (20) 
При аналізі поширення УСХ є необхідність 

знати параметри поширення хвиль в місцях за-
щемлення стінки труби, наприклад, під опора-
ми, хомутами тощо. В цьому випадку застосо-
вується гранична умова Діріхледо вибраної ді-
лянки стінки труби [28]: 

.const=u                           (21) 
Коли стінка трубопроводу контактує із ін-

шим середовищем, що не є повітрям, відбува-
ється адсорбування хвильової енергії від стінки 
у зовнішнє середовище. В цьому випадку таку 
ділянку границі розділу стінка труби – навко-
лишнє середовище можна описати граничними 
умовами із адсорбуванням [28]: 

( ) .quαuuСn =+∇⋅                    (22) 
У випадку, коли поперечний переріз хви-

леводу набагато більший за довжину хвилі, 
описувати всю його площину перерізу скінчен-
ними елементами є ресурсоємною задачею. 
Тому можна взяти для опису частину хвилево-
ду, а на бічних сторонах перерізу задати пері-
одичні граничні умови [28]: 

( ) ( ) ,xx 10 uu =                        (23) 
де x0, x1 – відповідно початок і кінець площи-
ни перерізу хвилеводу, описаної скінченними 
елементами. 

Періодичні граничні умови є модифікацією 
граничних умов Неймана. Значення цих умов 
полягає в тому, що задані границі мають одна-
кове переміщення, що означає неперервність 
зміщень. 

 
Умова можливості збудження моди уль-

тразвукової спрямованої хвилі первинним 
перетворювачем 

За допомогою розробленої математичної 
моделі опису властивостей УСХ можна визна-
чати їх дисперсні криві, залежність хвильового 
числа, фазової чи групової швидкості від часто-
ти. Така інформація дозволяє визначити, чи 
можуть існувати моди в досліджуваному об'єкті 
і які їх властивості, проте дисперсні криві не 
можуть дати відповіді про ступінь збуджувано-
сті моди в об'єкті первинним перетворювачем. 
Ступінь збуджуваності моди є однією із базо-
вих властивостей системи генерування та дете-
ктування мод акустичного контролю. Концеп-
ція збуджуваності мод УСХ була запропонова-
на групою науковців на чолі з П. Вілкоксом для 
їх методу НАМСЕ [24]. Удосконалимо підхід 
цієї концепції для визначення ступеня збуджу-
ваності мод представленим НАМСЕ. 

Розглянемо випадок, коли гармонічна сила 
прикладена до вузла скінченного елементу, що 
описує досліджуваний об'єкт. Місце прикла-
дання такої сили може бути будь-яким і не за-
лежить від форми поперечного перерізу хвиле-
воду. Ця прикладена сила збудить всі моди, що 
можуть існувати в досліджуваному об'єкті на 
частоті, що дорівнює частоті цієї сили. Амплі-
туда кожної окремої моди може бути визначена 
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за зміщенням елементарного об'єму пружного 
середовища, оскільки внаслідок розв'язання 
задачі власних значень всі зміщення в дослі-
джуваному об'єкті викликані модами. Ступінь 
можливості збудження моди Eзб залежить від 
величини прикладеної сили та зміщення елеме-
нтарного об'єму пружного середовища. Eзб за 
результатами розрахунку задачі власних зна-
чень буде пропорційне такому виразу [24]: 

,fEзб
2u∝                       (24) 

де f – частота коливань. 
 
Проведення обчислень 
Проведемо обчислення запропонованим 

методом для визначення його можливостей мо-
делювати поширення УСХ в хвилеводах, тов-
щина яких перевищує довжину хвилі. Власти-
вості металевої стінки труби наведено в табл. 2, 
решта коефіцієнтів жорсткості дорівнюють ну-
лю, що обумовлено кубічною структурою ґрат-
ки сталі і її властивостями симетрії. 

Таблиця 2 – Пружні властивості ізотропної 
сталі стінки трубопроводу 

Позначення  
коефіцієнта 

Значення 
коефіцієнта 

С11 = С22 = С33 282,69, ГПа 
С12 = С13 = С23 121,15, ГПа 
С44 = С55 = С66 80,769, ГПа 
ρ 7850 кг/м3 

 
У разі проведення обчислення розробле-

ним НАМСЕ було встановлено, що кількість 
коренів характеристичного рівняння обернено 
пропорційно залежить від величини розміру 
скінченного елементу. При використанні гра-
ничних періодичних умов ширина поперечного 
перерізу хвилеводу, що описується скінченни-
ми елементами, може дорівнювати кільком скі-
нченним елементам. Нами було випробувано 
ширину сітки скінченних елементів від 0,2 мм 
до 20 мм. При звуженні ширини скінченного 
елементу пошук коренів задачі власних значень 
зміщується в сторону збільшення хвильового 
числа. 

Для порівняльного аналізу отриманих ре-
зультатів нами було розраховано дисперсні 
криві хвильового числа мод Лемба для пласти-
ни товщиною 5 мм (рис. 2) [29]. Результати роз-
рахунку НАМСЕ (рис. 3) показують більше 
коренів у вказаному діапазоні частот. Можна 
виділити дві групи коренів задачі власних зна-
чень з малим та великим значенням хвильового 
числа. Корені з малим значенням хвильового 
числа розміщують навколо нульових мод Лем-
ба, що підтверджує відповідність розрахунку 
трансцендентним рівнянням, які широко опи-
сані у фаховій літературі. Інші типи розв'язків 
необхідно досліджувати. 

На рис. 4 – 6 зображено розподіл поля 
зміщень по товщині хвилеводу, що відповідає 
кореням розв'язку характеристичного рівняння. 
Розподіл поля зміщень елементарного об'єму 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 2 – Дисперсні параметри  
ультразвукових спрямованих хвиль  

для пластини товщиною 5 мм 
 

 
Рисунок 3 – Результати розв'язку  

характеристичного рівняння для хвильового 
числа мод спрямованих хвиль для пластини 

товщиною 5 мм 
 

середовища представлено контурними ізоліні-
ями із однаковим значенням зміщення [30]: 

( ) ( ) ,x,xux,xz constur r == 2121         (25) 

де z – контурна лінія на площині Ox1Ox2, на 
якій значення urє однаковим. 

Оскільки ur має одне і теж саме значення 
на лінії, то можна цю умову записати так [30]: 
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,
d

ur 0=∂
n

                          (26) 

де n – одиничний вектор, що вказує напрямок 
найбільшої зміни ur. 

Побудова контурної ізолінії фактично зво-
диться до пошуку такого шляху, на якому ви-
конується умова [30]: 

( ) .ugrad r 0=⋅n                     (27) 

а) 

б) 

в) 
розподіл власних значень:а) u1; б) u2; в) u3 

Рисунок 4 –Розподіл хвильового поля мод спрямованих хвиль в стінці труби товщиною 5 мм 
при значенні хвильового числа k= 371,8 (1/м), частоті f = 300 (Гц) 

 

а) 

б) 
хвильове число k, (1/м):а) k= 427,1; б) k= 543,3 

Рисунок 5 – Розподіл хвильового поля мод спрямованих хвиль в стінці труби товщиною 5 мм 
за частоти f =1700 (Гц) та розподілу власних значень 21

2
2

2
1 2 uuuu −+  

 

а) 

б) 
хвильове число k, (1/м):а) k= 427,1; б) k= 543,3 

Рисунок 6 – Розподіл хвильового поля мод спрямованих хвиль в стінці труби товщиною 5 мм 
при розподілі власних значень v1, частоті f =1700 (Гц) 
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Стрілками всередині та по периметру мо-
делі хвилеводу показано напрям зміщення. Ве-
личини стрілки пропорційна амплітуді зміщен-
ня елементарного об'єму пружного середовища. 
Масштаб стрілок відрізняється у кожному 
окремому рисунку, тому за їх розмірами можна 
оцінити тільки відносний розподіл амплітуд 
одного значення кореня характеристичного рі-
вняння. Форма зміщення елементарного об'єму 
середовища, рис. 4а показує виражену симет-
ричну моду, яка має також подібну форму і для 
кореня u3. Порушення симетрії розподілу поля 
зміщень видно на рис. 4б. Таке порушення ви-
кликано тим, що по товщині стінки розміщу-
ються дві пучності, а не три, як на рис. 4а, таке 
розміщення вказує на зсув по фазі стоячої хви-
лі, що формує спрямовану моду. 

Розподіл поля зміщень, що відповідає час-
тоті 1700 Гц, (рис. 4а та 4б) показує, що тут має 
місце негармонійне поширення коливань 
вздовж хвилеводу – основна частина пружного 
середовища зміщується в один бік. Інша форма 
розподілу зміщень пружного середовища пока-
зана для тієї ж частоти 1700 Гц та хвильових 
чисел але для коренів v1 (рис. 6). Тут за формою 
зміщень можна побачити симетричну (рис. 6а) 
та антисиметричну (рис. 6б) моди. 

Як видно із представлених рисунків, за до-
помогою НАМСЕ можна отримати більше ін-
формації про природу утворення та поширення 
спрямованих хвиль, визначити більше коренів 
математичної моделі. Це означає, що за допо-
могою НАМСЕ більш повно описується хви-
льове поле у хвилеводі при поширенні в ньому 
спрямованих хвиль. 

Ступінь збудження моди УСХ визначався 
на поверхні хвилеводу (поверхні стінки труби), 
інші місця у яких можна збуджувати моди не 
досліджувались, оскільки їх складно реалізува-
ти (рис. 7). Із представлених рисунків видно, 
що моди, які описуються коренями v, мають 
більшу ступінь збуджуваності первинним пере-
творювачем у порівнянні із модами, що опису-
ються вектором u. Порівняння мод здійснюва-
лось для набору хвильових чисел одної часто-
ти. Це має практичне значення тому, що моди 
збуджуються одним первинним перетворюва-
чем, який працює на одній основній частоті. 
Первинним перетворювачем фактично збу-
джуються набір мод в околі його основної час-
тоти та при співпаданні хвильових чисел пада-
ючої хвилі на поверхню труби і УСХ всередині 
стінки труби. 

 
Структура хвильового поля при збу-

дженні і поширенні мод спрямованих хвиль 
Проведемо загальний аналіз знайдених ко-

ренів характеристичного рівняння (рис. 3).  
Більша кількість коренів, що описує утворення 
і поширення мод в стінці труби, з одного боку, 
повно характеризує хвильове поля, з іншого 
боку, така кількість коренів може ускладнити 
використання представленої математичної мо-
делі. Для спрощення використання результатів 
обчислення коренів характеристичного рівнян-
ня та їх структуризації введемо таке поняття, як 

 
а) 

 
б) 

частота f, (Гц):а) f= 1700; б) f= 300 

Рисунок 7 – Ступінь збуджуваності моди  
первинним перетворювачем в стінці труби  

товщиною 5 мм 
 
критерій практичної придатності моди χ. Такий 
критерій повинен залежати від: 

– показника гармонійного поширення моди 
ϑг, який має ранжувати результати на гармоні-
чні та спадаючі моди: 

.
;мод спадаючих,

,мод хгармонічни,
г





∀
∀

=ϑ
0

1
       (28) 

– критерію збуджуваності моди Eзб
кр, який 

показує наскільки і-та мода має більший сту-
пінь збуджуваності порівняно із іншими мода-
ми, що збуджує первинний перетворювач. Не-
хай первинний перетворювач збуджує Jмод, що 
можна визначити за результатами обчислення 
запропонованої математичної моделі, діапазо-
ном частот та хвильовим числом. Критерій збу-
джуваності Eзб

крi-ої моди буде таким: 
( )

( )
.

E

E
%E J

j
jкр

iкркр
зб

∑
=

⋅=

1

100               (29) 

Критерій збуджуваності моди Eзб
кр не ха-

рактеризує всю моду, а виключно один корінь 
розв'язку задачі власних значень; 

– критерію співпадіння моди за частотою 
ϑf, який повинен визначати наскільки частота 
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моди fм співпадає із головною частотою пер-
винного перетворювача. Будь-який реальний 
первинний перетворювач генерує акустичні 
коливання у певному діапазоні частот ∆fПП 
(рис. 8). Цей діапазон частот, як правило, охоп-
лює кілька мод. Енергія хвиль у діапазоні час-
тот первинного перетворювача не однакова, а є 
найбільшою всередині fПП і спадає на кінцях 
діапазону (рис. 8а). Зміщення частоти моди fм і 
головної частоти первинного перетворювача 
означає, що мода буде збуджуватись меншою 
кількістю енергії (рис. 8б): 

( ) ;ff;fff

,
f

ff
%

ППмППмоди

ПП

мПП
f

∆≤∆∆±∈∀










∆
∆−∆

−⋅=ϑ

2

1100
  (30) 

де fм – частота моди, що відповідає кореню 
характеристичного рівняння. 

 

 
а) 

 
б) 

а) частотні діапазони первинного перетворювача 
та моди; б) дисперсія фазової швидкості мод 

Лемба 

Рисунок 8 – Збудження мод  
за частотним критерієм 

 
– критерію співпадання моди за хвильовим 

числом ϑk, який повинен визначати наскільки 
хвильове число хвилі kпх , що падає на поверх-
ню стінки труби однакове із хвильовим числом 
моди спрямованої хвилі kмоди , отриманої в ре-

зультаті пошуку кореня характеристичного рів-
няння: 

.
k

kk
%

пх

пхмоди
k 









 −
−⋅=ϑ 1100          (31) 

На основі розглядуваних показників можна 
побудувати рівняння для критерію практичної 
придатності моди χ. В роботі вибрано підхід 
акумулятивного критерію χ. Згідно з цим під-
ходом мода є тим більш придатною до застосу-
вання, чим більшим є значення χ: 

.
E kf

кр
зб

г 











 ϑ+ϑ+
⋅ϑ=χ

3
             (32) 

Для більш практичного застосування χ 
розв'язки задачі власних значень можна ранжу-
вати за двійковим критерієм χпр: 





χ<χ∀
χ≥χ∀

=χ
.,

,,

пор

пор

пр 0

1
                    (33) 

де χпор – задане порогове значення критерію 
практичної придатності моди. 

Для деяких методів акустичного контролю 
є важливим використання тільки тієї частини 
моди, в якої групова швидкість поширення сгр 
має незначний рівень дисперсії ∆сгрпор на певній 
смузі частоти ∆ω. До таких методів належить і 
товщинометрія ультразвуковими спрямованими 
хвилями. Введемо додатково критерій сталості 
групової швидкості моди ϑгр: 

( ) ( )

[ ]
[ ] .

;c,сс,

;c,сс,

,
сс

c

гргрпоргр

гргрпоргр

гр
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
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=ϑ

ω∆
ω−ω∆+ω

=∆

0

1
(34) 

З врахуванням (34) рівняння (32) набуде 
вигляду 

.
E kf

кр
зб

грг 











 ϑ+ϑ+
⋅ϑ⋅ϑ=χ

3
             (35) 

Рівняння (35) не заперечує двійковий кри-
терій, згідно якого результати розв'язку харак-
теристичного рівняння або підходять для вико-
ристання або ні. 

 
Висновки 

 
Із проведеного аналізу досліджень встано-

влено, що методи напіваналітичного розрахун-
ку параметрів поширення акустичних спрямо-
ваних хвиль мають  такі обмеження, як ресур-
соємність, складність алгоритмів та інтерпре-
тації результатів. Запропонований метод дозво-
ляє проводити аналіз поширення спрямованої 
хвилі в тривимірному просторі шляхом аналізу 
поперечного перерізу хвилеводу, що значно 
зменшує час проведення обчислень. 

В результаті проведення обчислень вияв-
лено: а) при застосуванні періодичних гранич-
них умов можна зменшувати сітку скінченних 
елементів, що моделює поперечний переріз 
хвилеводу, до кількох елементів без втрати то-
чності обчислень; б) при зменшенні розміру 
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скінченного елемента точність пошуку коренів 
задачі власних значень зростає, проте початок 
їх пошуку зміщується до більших значень хви-
льового числа. 

Введене поняття критерій практичної при-
датності моди дозволяє спростити аналіз ре-
зультатів розрахунку параметрів поширення 
мод спрямованих хвиль. 

Завданням подальших досліджень є побу-
дова напіваналітичного методу для аналізу па-
раметрів поширення ультразвукових спрямова-
них хвиль в зварному з'єднані магістральних 
трубопроводів. 
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